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1 Begri�e, Notationen und Re
henregeln1.1 Ein
u�gr�o�en, Merkmale,(Zufalls-)Variablen, Knoten und DimensionenDie Begri�e \Ein
u�gr�o�e", \Merkmal", \(Zufalls-)Variable", \Knoten" und im weiteren Sinne au
h\Dimension" sind �aquivalent. Jedesmal ist ein f�ur die Bes
hreibung eines fragli
hen Sa
hverhalts relevanterOberbegri� gemeint: z.B. \Alter", \K�orperg�o�e", \Beruf", \Verm�ogen" oder \Haarfarbe" zur allgemeinenBes
hreibung einer Person. Sol
he Merkmale werden mit Dimensionen in mehrdimensionalen Tafeln korre-spondieren. Bei uns wird diese Zuordnung fest sein, so da� in jeder beliebigen Tafel die i-te Dimension demi-ten Merkmal entspri
ht (selbst wenn dieses Merkmal in einer speziellen Tafel ni
ht repr�asentiert werden soll)Wird man zuf�allig ausgew�ahlte Personen zu den oben genannten Punkten befragen, so wird man zuf�alligeAuspr�agungskombinationen zu den Merkmalen erhalten. Mit (m�ogli
hen) Auspr�agungen bezei
hnen wir diekonkreten Werte, die ein Merkmal annehmen kann, z.B. Alter = 24 Jahre, Gr�o�e = 183 
m oder Beruf =\Informatiker". Die Auspr�agungen sol
her Merkmale k�onnen stetig oder diskret sein. Dabei k�onnen Alterund Gr�o�e theoretis
h beliebig genau gemessen werden - w�aren damit stetig. Andere Merkmale wie Beruf sindimmer diskret, da sie nur mit vers
hiedenen Kategorien ( \Informatiker", \Arzt", \Kameltreiber",... ) zubes
hreiben sind. Potentiell stetige Merkmale k�onnen aber ebenfalls in diskreten Kategorien gemessen wer-den, oder in sol
he �uberf�uhrt werden, z.B. Alter = 0 � 10, 11 � 14, 15 � 18, 21 � 30,... Jahre. Die Wahlder Kategorien ist ni
ht unproblematis
h. Gibt es etwa in Bezug auf die Fragestellung einen ents
heidenden\Cut", z.B. zwis
hen Personen unter bzw. �uber 25 Jahren, so k�onnte dieser Umstand dur
h die oben gew�ahlteEinteilung (21 � 30 Jahre) verwis
ht werden. Die Wahl der Kategorien ist aber als allen hier vorgestelltenVerfahren vorangestellte Festlegung, die i.d.R. von einem Experten getro�en wird, ni
ht mehr im na
hhineinautomatis
h beein
u�bar. Wir werden hier auss
hlie�li
h mit diskreten bzw. diskretisierten Merkmalen arbei-ten, deren Kategorien umfassend und si
h gegenseitig auss
hlie�end gew�ahlt sind. D.h. jedes betra
hteteObjekt bzw. Individuum f�allt in genau eine Kategorie jedes Merkmals.1.2 A-priori-, A-posteriori-, Gemeinsame und Bedingte Verteilungen(Wahrs
heinli
hkeits-) Verteilungen einzelner Merkmale geben an, mit wel
her Wahrs
heinli
hkeit beispiels-weise eine zuf�allig ausgew�ahlte Person die Haarfarbe blond (Haarfarbe = blond) aufweist. Eine sol
he Ver-teilung nennen wir a-priori-Verteilung, weil sie die Vorab-Verteilung eines einzelnen Merkmals ungea
htetaller m�ogli
hen anderen Ein
u�gr�o�en darstellt. Eine andere Verteilungsart f�ur einzelne Merkmale ist die a-posteriori-Verteilung. Sie gibt z.B. an, mit wel
her Wahrs
heinli
hkeit eine Person blond ist, na
hdem dieInformation bekannt geworden ist, da� die Person S
hwede ist, jedo
h ohne diese Verteilung zus�atzli
h au
hna
h der Nation (allen Nationen) aufzus
hl�usseln (vgl. bedingte Wahrs
heinli
hkeiten).Neben sol
hen einfa
hen Verteilungen k�onnen au
h die gemeinsamen Verteilungen mehrerer Merkmale be-tra
htet werden. Mit wel
her Wahrs
heinli
hkeit ist etwa eine zuf�allig ausgew�ahlte Person blond und S
hwede?Die a-priori-Verteilungen einzelner Merkmale k�onnen aus der gemeinsamen Verteilung der Merkmale abgeleitetwerden (siehe Abs
hnitt 1.4.3) der Umkehrs
hlu� gilt dagegen im allgemeinen ni
ht (vgl. p(A;B) und p0(A;B)aus Abbbildung 41 3) und 4) sowie Abs
hnitt 1.5).Neben gemeinsamen Verteilungen k�onnen au
h bedingte Verteilungen (bedingte Wahrs
heinli
hkeiten)betra
htet werden. Wenn s
hon bekannt ist, da� eine Person S
hwede ist, mit wel
her Wahrs
heinli
keit istsie dann au
h blond? Im Gegensatz zur a-posteriori-Verteilung wird hier na
h allen betra
hten Nationenaufges
hl�usselt, so da� diese Tafel eher eine Betra
htung der Eventualit�aten enth�alt (\Wenn bekannt w�are,da� ... dann ..."), wohingegen in der a-posteriori-Verteilung alle anderen M�ogli
hkeiten bereits ausges
hlossensind und f�ur die weitere Betra
htung fallen gelassen werden. Hier betr�agt die Wahrs
heinli
hkeit, da� einS
hwede blond oder s
hwarzhaarig ist oder sonsteiner Kategorie von Haarfarbe angeh�ort 1, denn es wird nurno
h die Gruppe der S
hweden betra
htet und jeder S
hwede geh�ort (!) einer Kategorie des (umfassenden)Merkmals Haarfarbe an. XHaarfarbe 2fblond;s
hwarz;:::g p(HaarfarbejNationalit�at = S
hwede) = 1;Demgegen�uber ist die Summe der Wahrs
heinli
hkeiten aller Haarfarben aus der gemeinsamen Wahrs
hein-li
hkeitstafel, daf�ur da� jemand S
hwede ist:XHaarfarbe 2fblond;s
hwarz;:::g p(Haarfarbe;Nationalit�at = S
hwede) = ?6



no
h davon abh�angig wel
her Anteil der Weltbev�olkerung �uberhaupt a-priori S
hweden sind:p(Nationalit�at = S
hwede) = XHaarfarbe 2fblond;s
hwarz;:::g p(Haarfarbe;Nationalit�at = S
hwede)Au
h bedingte Verteilungen k�onnen aus gemeinsamen Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen abgeleitet werden, wo-bei Information verloren geht (siehe Abs
hnitt 1.4.4).1.3 \Bayesianer" und \Frequentisten"bzw. Bayes's
he- und Klassis
he StatistikEine Aufgabe und au
h ein Problem der Statistik ist es Verteilungen aus der Beoba
htung (m�ogli
hst vieler)Personen bzw. dem jeweiligen Gegenstand der Untersu
hung zu s
h�atzen.Bei der Interpretation der ges
h�atzten Wahrs
heinli
hkeiten und den daraus weiter ableitbaren Verwendungs-m�ogli
hkeiten bestehen unters
hiedli
he Au�assungen zwis
hen den Anh�angern der klassis
hen Statistik (\Fre-quentisten") und den sogenannten \Bayesianern" (Anh�anger der Bayes's
hen Statistik). Wagt es der Fre-quentist nur Aussagen �uber die Verteilungen in potentiell unendli
hen Mengen zu tre�en, so ist es f�ur denBayesianer m�ogli
h aus einer Wahrs
heinli
hkeitsverteilung au
h Ents
heidungen in einem konkreten Fall ab-zuleiten. Liegt etwa das Regenrisiko laut Wetterberi
ht an einem bestimmten Tag bei 80 Prozent, so wird derBayesianer wohl seinen S
hirm mitnehmen, wohingegen der Frequentist sagt \Soetwas wie ein Regenrisiko aneinem bestimmten Tag kann es ni
ht geben, denn entweder es regnet an diesem Tag oder es regnet ni
ht".M�ogli
h ist aus Si
ht des Frequentisten nur die Angabe einer Regenwahs
heinli
hkeit f�ur (alle) Tage, mit denglei
hen Ausgangsparametern (Wind, Luftdru
k, et
.). Der Bayes's
he Ansatz hingengen l�a�t si
h oft mitder Frage 
harakterisieren: \W�are i
h (in diesem konkreten Fall) bereit eine Wette einzugehen und wel
henEinsatz w�are es mir wert?" Sp�atestens unter diesem Gesi
htspunkt wird wohl jedem, der si
h ni
ht ausdr�u
k-li
h den Frequentisten zuordnet der Sinn des Bayes's
hen Wahrs
heinli
hkeitsverst�andnisses klar. Wir werdenuns dur
hgehend der Bayes's
hen Statistik vers
hreiben, s
hon deshalb weil es uns sonst unm�ogli
h w�are ausunseren Ergebnissen sinnvolle Konsequenzen zu ziehen.1.4 Mehrdimensionale TafelnDa wir mit diskreten Merkmalen arbeiten, lassen si
h Informationen �uber die Verteilungen (glei
h wel
herArt) dur
h mehrdimensionale Tafeln darstellen. Dabei entspri
ht jede Dimension jeder Tafel einem fest-zugeordneten Merkmal. Jede Zelle einer Tafel entspri
ht dabei einer Auspr�agungskombination der enthaltenenMerkmale. Der Umgang mit mehrdimensionalen Tafeln wird im Folgenden anhand von einfa
hen Beispielengezeigt.1.4.1 Zuordnung von Merkmalen zu DimensionenWir werden von einer festen Zuordnung von Dimensionen und Merkmalen ausgehen. D.h. das i-te Merkmalwird immer der i-ten Dimension in jeder beliebigen Tafel entspre
hen.p(A) Aa1 a2 a30.3 0.6 0.1 p(B) b1 0.4B b2 0.1b3 0.5 p(A;B) Aa1 a2 a3b1 0.120 0.240 0.040B b2 0.030 0.060 0.001b3 0.150 0.300 0.050Die Tafel p(A) enth�alt Information �uber das Merkmal A, das in die Kategorien a1, a2 und a3 eingeteilt ist.Die Tafel p(B) enth�alt Information �uber das Merkmal B, das seinerseits in die Kategorien b1, b2 und b3unterteilt ist. Die Dimensionen sind fest bestimmten Merkmalen zugeordnet, so hat die Tafel p(A) in Ri
htungder Dimension von B (und evtueller weiterer Dimensionen) nur die L�ange 1, hier entspre
hend einer Zeile.Entspre
hendes gilt f�ur p(B) und die Dimension zu A (Spalten). Die Tafel p(A;B) enth�alt Information �uberA und B.1.4.2 Multiplikation von TafelnDie Tafel p(A;B) mit den konkreten Werten k�onnte erre
hnet worden sein dur
h p(A) � p(B) (im allgemeinengilt aber p(A;B) 6= p(A) � p(B) - siehe Abs
hnitt 1.5). Dabei wird ein Wert einer Tafel, die eine bestimmte7



Dimension ni
ht darstellt, f�ur die Multiplikation mit den Werten einer zweiten Tafel in der betre�endenDimension entspre
hend der Anzahl der Werte wiederholt, wenn die zweite Tafel diese Dimension enth�alt.So entsteht die erste Zeile von p(A;B) dur
h Multiplikation der Werte 0.3, 0.6 und 0.1 aus p(A) jeweils mitdemselben Wert 0.4 aus p(B). Entspre
hend wurde die linke Spalte von p(A;B) dur
h Multiplikation derWerte 0.4, 0.1 und 0.5 aus p(B) mit dem Wert 0.3 aus p(A) erhalten. Damit entsteht dur
h Multiplikationeine Tafel, die jede in den Ausgangstafeln enthaltene Dimenion selbst au
h enth�alt.1.4.3 MarginalisierungUmgekehrt kann in Tafeln, die Information �uber mehrere Merkmale enthalten, au
h die Information bestimmterMerkmale marginalisiert werden, d.h. die Information der marginalisierten Merkmale wird verna
hl�assigtund geht damit in der marginalen Tafel verloren. Die Werte einer zu marginalisierenden Dimension werdendur
h Addition zu einem einzigen Wert zusammengefa�t. So kann im konkreten Fall p(A) bzw. p(B) ausp(A;B) dur
h Marginalisierung �uber B bzw. A gewonnen werden. Wir s
hreiben:p(A) = XB p(A;B)p(B) = XA p(A;B)Z.B. entsteht der Wert 0.3 von a1 in p(A) dur
h 0:120 + 0:030 + 0:150. Enth�alt eine Tafel eine zu marginali-sierende Dimension von vornherein ni
ht, so �andert si
h dur
h die Marginaliserung ni
hts. Es gilt z.B.:p(A) = XB p(A)p(B) = XA p(B)Wird �uber mehrere Merkmale marginalisiert, so ist die Reihenfolge egal. Es gilt z.B.:XA  XB p(A;B)! = XB  XA p(A;B)! =XA;B p(A;B) = 11.4.4 Bedingte Tafeln / Verteilungen�Aquivalent zur Multiplikation mehrdimensionaler Tafeln ist au
h die Division erkl�art. Die Division wird ins-besondere bei der Gewinnung bedingter Wahrs
heinli
hkeitstafeln aus gemeinsamen Wahrs
heinli
hkeitstafelnben�otigt. Hat man eine Tafel, in der die gemeinsameWahrs
heinli
hkeitsverteilung der Merkmale A, B abgelegtist (p(A;B)), so kann man z.B. die bedingte Tafel f�ur das gegebene Merkmale B erhalten dur
h:p(AjB) = p(A;B)PA p(A;B) = p(A;B)p(B)
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In unserem Beispiel erhielten wir1:p(A;B) Aa1 a2 a3b1 0.3 0.6 0.1B b2 0.3 0.6 0.1b3 0.3 0.6 0.1umgekehrt gilt: p(A;B) = p(AjB) �XA p(A;B) = p(AjB) � p(B)1.5 Unabh�angigkeit und bedingte Unabh�angigkeitEine ents
heidende Frage bei der Betra
htung mehrerer Merkmale ist, ob diese Merkmale abh�angig oder un-abh�angig voneinander sind. Es seien die a-priori-Wahrs
heinli
hkeiten eines Merkmals Beruf mit p(Beruf)und entspre
hend mit p(Haarfarbe) die des Merkmals Haarfarbe bezei
hnet. Unabh�angigkeit zwis
hendiesen beiden Merkmalen besteht dann, wenn si
h aus Wissen �uber die Auspr�agung eines der Merkmalekeine Ver�anderung in der a-posteriori-Verteilung des anderen Merkmals ergibt, bzw. aus der gemeinsamen Be-tra
htung keine zus�atzli
he Information �uber die Merkmale entsteht. Sind z.B. 15% der betra
hteten Gesamt-bev�olkerung blond und au
h unter der Gruppe der Informatiker 15% blond, so ergibt das Wissen dar�uber, da�jemand blond ist keine ver�anderte Erwartungslage in Bezug darauf, ob diese Person au�erdem Informatikerist. Gilt dieses au
h f�ur alle anderen Kombinationen der Auspr�agungen von Haarfarbe und Beruf , so sinddie Merkmale unabh�angig. In Bezug auf eine gemeinsame Wahrs
heinli
hkeitsverteilung (i.d. Form einermehrdimensionalen Tafel) s
hreiben wir:p(Beruf) � p(Haarfarbe) = p(Beruf;Haarfarbe)) A und B sind unabh�angigBesteht zwis
hen mehreren Merkmalen A,B,C und D totale Unabh�angigkeit so gilt au
hp(A) � p(B) � p(C) � p(D) = p(A;B;C;D)) A;B;C und D sind total unabh�angigAus der paarweisen Unanh�angigkeit folgt no
h ni
ht die totale Unabh�angigkeit!Ein f�ur die De�nition Bayes's
her Netze besonders interessantes Kriterium ist die bedingte Unabh�angigkeitvon Merkmalen. �Ubt ein Merkmal A Ein
u� auf ein anderes Merkmal B aus, das seinerseits das Merkmal Cbeein
u�t, so werden i.d.R. au
h A und C abh�angig sein. Ist der Ein
u� von A auf C aber vollst�andig dur
hden indirekten Ein
u� von A �uber B auf C zu erkl�aren, so ist C bedingt unabh�angig von A bei gegebenemB. Formal s
hreiben wir: p(A) � p(CjB) = p(A;CjB)) A und C sind bedingt unabh�angig gegeben B1.6 Datensatz und KontingenztafelnAussagen �uber Verteilungen k�onnen insbesondere aus der Beoba
htung realer F�alle abgeleitet werden. Manspri
ht hierbei von \S
h�atzung", da die Beoba
htungen immer au
h vom Zufall (bzw. ni
htme�baren St�orun-gen) beein
u�t werden. Dieser Ein
u� nimmt mit der Menge der Beoba
htungen ab (S
hwa
hes Gesetz derGro�en Zahlen), so wird z.B. beim W�urfeln au
h mit einem idealen W�urfel bei 6 W�urfen kaum (mit geringerWahrs
heinli
hkeit) jede Zahl genau einmal geworfen werden. Je mehr W�urfe man aber dur
hf�uhrt desto n�aherwird man si
h dem Wert 1=6 f�ur den Anteil jeder Augenzahl an den Gesamtw�urfen n�ahern. Mit unendli
hvielen W�urfen w�urde man sogar - mit Wahrs
heinli
hkeit 1 - die wahre Verteilung von exakt 1=6 f�ur jedeAugenzahl errei
hen (Starkes Gesetz der Gro�en Zahlen)2. In einem Datensatz sind i.d.R. die Auspr�agungs-kombinationen einiger Beoba
htungen (F�alle) f�ur mehrere Merkmale enthalten.Bsp.:1Die Werte in den einzelnen Spalten sind identis
h, da in diesem speziellen Fall gilt: p(A;B) = p(A) �p(B), was abernur bei Unabh�angigkeit von A und B gilt (siehe Abs
hnitt 1.5)2der Zusatz \mit Wahrs
heinli
hkeit 1" ist eine f�ur den Beweis der Aussage unumg�angli
her Zusatz9



Alter Gr�o�e Beruf Verm�ogen Haarfarbe1. Fall 31 Jahre 191 
m Kameltreiber 200 Kamele s
hwarz2. Fall 24 Jahre 183 
m Informatiker 0 Kamele blond... ... ... ... ... ...Aus einem sol
hen Datensatz lassen si
h mehrdimensionale Tafeln - genannt Kontingenztafeln - gewinnen. DieseTafeln enthalten die Merkmale in der s
hon ges
hilderten Art, wobei jedes Merkmal einer Dimension der Tafelentspri
ht. In dem Beispieldatensatz sind die Merkmale Alter, Gr�o�e und Verm�ogen no
h ni
ht (ausrei
hend)diskretisiert3 und m�ussen erst in geeignete(re) Kategorien eingeteilt werden. Jede Zelle entspri
ht dann einerAuspr�agungskombination der Merkmale und enth�alt die Anzahl der Beoba
htungen im Datensatz, die dieseAuspr�agungskombination aufweist.Eine Tafel K 0, die ein Merkmal A ni
ht enthalten soll, entspri
ht der marginalen Tafel PAK.1.7 NormierungAus einer Kontingenztafel K kann eine gemeinsame Wahrs
heinli
hkeitstafel T der enthaltenen Merkmalegewonnen werden dur
h Normierung von K: T := KPKdabei steht PK f�ur die Gesamtsumme aller Zellen in K,was der Anzahl der Beoba
htungen ausdenen K gewonnen wurde entspri
htIn entspre
hnder Weise werden au
h andere Tafeln normiert. F�ur eine normierte Tafel T gilt:XT = 1

3Die Daten im Beispieldatensatz wie z.B. 31 Jahre oder 191 
m sind si
her ni
ht wirkli
h als stetige Gr�o�en exaktgemessen worden. Jedo
h ma
hen sehr fein unterteilte Kategorien (wie ..., 30 Jahre, 31 Jahre, 32 Jahre, ...) f�ur diei.d.R. nur sehr wenige Beoba
htungen (evtl. nur eine) vorliegen f�ur die S
h�atzung von Wahrs
heinli
hkeitsverteilungenund Abh�angigkeiten keinen Sinn, da si
h daraus nur unhaltbare S
hlu�folgerungen ziehen lie�en, wie z.B.: \Jeder 31J�ahrige ist 191 
m gro� !?" 10
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Abbildung 1: Bayes's
hes Netz bestehend aus: dem DAG, sowie den bedingten Wahrs
hein-li
hkeiten hier in Tabellenform (Dimensionszuordnung ni
ht erkennbar)2 Bayes's
he Netze2.1 Was ist ein Bayes's
hes Netz?EinBayes's
hes Netz (teilweise au
h unter dem Begri�Kausales Netz bekannt) ist ein statistis
hes Modell,das in der Lage ist in ans
hauli
her, gra�s
her Art komplexe statistis
he Abh�angigkeitsstrukturen zwis
henf�ur den G�ultigkeitsberei
h des Modells relevanten Merkmalen darzustellen.2.2 Bestandteile eines Bayes's
hen NetzesF�ur ein Bayes's
hes Netz ist zun�a
hst eine Auswahl der f�ur die Bes
hreibung des fragli
hen Zusammenhangsrelevanter Merkmale von Bedeutung. Diese ausgew�ahlten Merkmale k�onnen von vers
hiedener Art sein.Zum einen k�onnen grunds�atzli
h diskrete oder au
h stetige Merkmale und zum anderen au
h beoba
htbareund unbeoba
htbare (ni
ht direkt me�bare / gemessene) Merkmale dem Benutzer als relevant ers
heinen. DieMis
hung diskreter und stetiger Merkmale ist mit einer Eins
hr�ankung4 m�ogli
h, wird aber in dieser Arbeitni
ht behandelt. Vielmehr werden wir uns auf diskrete Merkmale bes
hr�anken. Dazu k�onnen au
h stetige4Es d�urfen keine Kanten von einem stetigen Merkmal zu einem diskreten Merkmale enthalten sein11



Merkmale dur
h die Einteilung in geeignete Kategorien in diskrete Merkmale �uberf�uhrt werden. Die Frage der(un-) beoba
htbaren Merkmale spielt erst bei dem eigentli
hen Ziel der Arbeit, Netzstrukturen aus gegebenenDaten abzuleiten, eine Rolle und wird daher erst genauer beleu
htet, wenn wir an diesem Punkt angelangtsind (Abs
hnitt 4.1).Damit kommen wir zum zweiten wi
htigen Teil der Bestimmung eines Bayes's
hen Netzes, derNetzstruktur,die �uber die Merkmale gelegt wird. Die Struktur wird in der Form eines DAG's (Dire
ted A
y
li
5 Graph)gegeben. Eine Kante von einem Merkmal (Knoten) A zu einem Knoten B dr�u
kt dabei einen direkten Ein
u�von A auf B aus. Dieser Ein
u� wird vers
hieden interpretiert. Es gibt Ans�atze die eine Kante als strengkausale Abh�angigkeit bewerten. Andere Betra
htungen sind weniger streng und sehen in der Ri
htung einerKante ledigli
h eine f�ur das Modell g�unstig zu tre�ende Wahl. Wir werden letzteren Ansatz verfolgen, dadur
h automatisierte Verfahren e
hte Kausalit�aten kaum na
hzuvollziehen sind. Au
h bei ni
htautomatisiertenVerfahren ein Bayes's
hes Netz dur
h Experten aufstellen zu lassen, kann die Ri
htung einer Kante dur
hausin vielen F�allen von der Betra
htung des Sa
hverhalts abh�angig gema
ht werden.Bsp.: Unters
hiedli
he \Ri
htungen" der Betra
htung1. Betra
htungsweise: Wenn es regnet wird die Stra�e na� Regen ! N�asse2. Betra
htungsweise: Ob die Stra�e na� ist oder ni
htl�a�t R�u
ks
hl�usse dar�uber zu,ob es geregnet hat oder ni
ht. N�asse ! RegenDabei ist ni
ht nur die \Ri
htung der Betra
htung" im s
hlu�endli
h aufgestellten Netz von Bedeutung, son-dern vielmehr au
h in wel
her \Ri
htung" das Wissen �uber die Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen der Merkmalegegeben werden kann, insbesondere wenn dies dur
h einen Experten ges
hieht und si
h ni
ht auf Daten gr�undet.Hiermit sind wir bei dem dritten Bestandteil eines Bayes's
hen Netzes angelangt. Korrespondierend zu derStruktur der Merkmale m�ussen Wahrs
heinli
hkeiten in Form bedingter Wahrs
heinli
hkeiten f�ur die ein-zelnen Auspr�agungen jedes (diskreten) Merkmals, gegeben die Zust�ande aller Elternknoten formuliert werden.Eine einzelne Angabe kann z.B. die Form haben:\Wenn jemand zwis
hen 180 
m und 190 
m gro� ist, dann ist diese Person mit 83 prozentiger Wahrs
hein-li
hkeit m�annli
h." () p(Ges
hle
ht = m�annli
hjGr�o�e = 180� 190
m) = 0; 83)Diese Form die Angabe der Wahrs
heinli
hkeiten auf Vorbedingungen zu st�utzen (\Wenn ... dann ...") ma
htes Experten oft lei
hter ihr Wissen anzugeben. Wie wir bereits angedeutet haben kann si
h die Struktur einesNetzes au
h dana
h ri
hten, wie die Experten sol
he Angaben zu ma
hen imstande sind. Wenn ein Kno-ten allerdings keine Elternknoten besitzt, was bei mind. einem Knoten in einem DAG der Fall sein mu�, som�ussen die a-priori-Wahrs
heinli
hkeiten der Auspr�agungen des Knotens angegeben werden6. A-priori-Wahrs
heinli
hkeiten sind Wahrs
heinli
hkeiten, die ohne si
h auf gegebene Zust�ande anderer Merkmale zust�utzen den Anteil der einzelnen Auspr�agungen an der potentiell unendli
hen Gesamtmasse der dur
h dasMerkmal bes
hriebenen Objekte oder Individuen angeben. Eine sol
he Angabe kann z.B. in der Form gegebenwerden:\12 Prozent der Bev�olkerung sind zwis
hen 180 
m und 190 
m gro�." () p(Gr�o�e = 180� 190
m) = 0; 12)Sol
he Wahrs
heinli
hkeiten sind dur
h Experten vielfa
h nur s
hwer zu formulieren und k�onnen oft besserauf Daten und Me�ungen gest�utzt werden, wenn die M�ogli
hkeit dazu besteht.Def.: Ein Bayes's
hes Netz besteht aus:1. Einer Auswahl von f�ur den Sa
hverhalt relevanten, (hier) diskreten Merkmalen2. Einer Netzstruktur in der Form eines DAG's f�ur diese Merkmale3. Den bedingten Wahrs
heinli
hkeiten jedes Merkmals gegeben seine Eltern im DAG2.3 (Un-) Abh�angigkeitsstruktur und d-separationDie Abh�angigkeitsstruktur der Merkmale, wie sie dur
h ein DAG repr�asentiert wird, ist intuitiv re
ht guterfa�bar. Innerhalb dieser komplexen Struktur direkter und indirekter Abh�angigkeiten verbergen si
h vorallem au
h bedingte Unabh�angigkeiten.Es gilt: Ein Knoten A gegeben alle seine Eltern PaA im DAG ist (bedingt) unabh�angig von allensonstigen Vorfahren.5Geri
htete Zirkel, d.h. Kanten, die die M�ogli
hkeit er�o�nen si
h im DAG unter Bea
htung der Kantenri
htungenim Kreis bewegen zu k�onnen sind verboten6ein Punkt der vielfa
h f�ur einen ents
heidende S
hw�a
he Bayes's
her Netze gehalten wird, uns hier aber ni
ht weiterbes
h�aftigen wird 12
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Abbildung 2: Moralis
her Graph zum Bsp. aus Abbildung 1Lei
hter zu dur
hs
hauen wird diese Unabh�angigkeitsstruktur anhand des Konzepts der d-separation:Zwei Knoten A und B sind bedingt unabh�angig gegeben eine Menge (anderer) Knoten S wenn esim moralis
hen Graph (s.u.) zum DAG keine Verbindung zwis
hen A und B gibt, die ni
ht �uberKnoten aus S f�uhrt. (siehe [Jensen (1996)℄)2.3.1 Der Moralis
he GraphDef.: Der moralis
he Graph entsteht aus dem DAG dur
h die paarweise Verbindung (\Ver-heiratung") aller Eltern eines jeden Knotens dur
h (ungeri
htete) Kanten und die �Uberf�uhrungau
h der restli
hen Kanten in ungeri
htete Kanten (dur
h Verna
hl�assigung der Ri
htung).Im dargestellten Beispiel sind Stau und Stra�enzustand gegeben V erkehrsaufkommen und Unf�alle be-dingt unabh�angig. Ist nur Unf�alle gegeben, so gibt es no
h eine Verbindung im moralis
hen Graph �uberV erkehrsaufkommen (und Witterung) zwis
hen Stau und Stra�enzustand, die damit ni
ht unabh�angigsind.2.4 Bes
hr�ankung der dargestellten Abh�angigkeiten dur
h die NetzstrukturEin Bayess
hes Netz stellt dur
h seine Wahrs
heinli
hkeitsangaben einen Auss
hnitt der Information dar, diein einer vollst�andigen Wahrs
heinli
hkeitstafel f�ur alle betra
hteten Merkmale darstellbar w�are. Diese vonder Kantenanzahl abh�angige Bes
hr�ankung auf einen Auss
hnitt ist in zweierlei Hinsi
ht von Bedeutung: Zumeinen mu� es bei der S
h�atzung der Wahrs
heinli
hkeiten aus Daten7;8, im Sinne einer ni
ht zu starken Anpas-sung an diese Daten (overfitting), vermieden werden alle s
heinbar im Datensatz enthaltenen Abh�angigkeitentats�a
hli
h au
h f�ur real zu halten und in Kanten umzusetzen. Zum anderen kann diese mehr oder wenigerstarke Bes
hr�ankung in eine entspre
hend eÆziente Inferenz-Bere
hnung9 des Netzes umgesetzt werden.2.5 Nutzung Bayes's
her NetzeIst ein Bayes's
hes Netz erst einmal aufgestellt kann es variabel genutzt werden. Die normale Nutzung be-steht darin, da� in einem konkret zu bewertenden Fall die Auspr�agungen einiger Merkmale bekannt sind oderwenigstens einige Auspr�agungen ausges
hlossen werden k�onnen. Sol
he Informationen k�onnen in das Netzeingebra
ht werden und die Auswirkungen auf die Wahrs
heili
hkeitsverteilungen der �ubrigen Merkmale be-re
hnet werden, die dann in der Form von a-posteriori-Wahrs
heinli
hkeiten ausgegeben werden, um einePrognose �uber die Auspr�agungen dieser no
h unbekannten Merkmale in dem betra
hteten Fall zu erhalten.2.6 St�arken Bayes's
her NetzeVorteile Bayes's
her Netze liegen in ihrer ans
hauli
hen, d.h. von Experten vorggebbaren und. bewertba-ren Art au
h komplexe Abh�angigkeitsstrukturen abbzubilden. Au
h die Verwendung der bedingten Wahr-s
heinli
hkeitsangaben - au�er bei elternlosen Knoten - ma
ht es in vielen F�allen f�ur den mens
hli
henExperten relativ einfa
h selbst Vorgaben zu ma
hen, bzw. vorgegebene Wahrs
heinli
hkeiten zu veri�zieren.7Daten, Datensatz : Aufzei
hnung der konkreten Auspr�agungen als relevant era
hteter Merkmale in einer Mengevon beoba
hteten F�allen8Daten werden u.a. eine wi
htige Grundlage zur Erstellung Bayes's
her Netze darstellen9Nutzung des Netzes zur Prognose 13



Ein weiterer Vorteil liegt generell in dem konsequenten Re
hnen auf der Basis von Wahrs
heinli
h-keiten, wodur
h immer gew�ahrleistet ist, da� mit verglei
hbaren Gr�o�en operiert wird - im Gegensatz zuanderen Expertensystemen, die z.B. mit Bewertungen auf Punkteskalen arbeiten wodur
h die Gewi
htungvers
heidener Merkmale gegeneinander oft s
hwer na
hzuvollziehen ist und keiner in si
h konsistenten Logikfolgt. Zuguter Letzt besteht ein gro�er Vorteil darin, da� au
h mit unvollst�andigen Angaben gere
hnetwerden kann, bzw. da� dur
h das sukzessive Ein
ie�en lassen einzelner Informationen (�uber einzelne Merk-male) deren Ein
u� auf die interessierende(n) Gr�o�e(n) erkennbar wird. Dieses kann au
h umgekehrt zurErmittlung der den st�arksten Auss
hlag gebenden Merkmale zu einem bestimmten Zeitpunkt (Wissensstand)genutzt werden (eine Information �uber wel
hes Merkmal erg�abe die st�arkste Ver�anderung der interessieren-de(n) Gr�o�e(n)?). Ein Vorteil den Bayes's
he Netze insbesondere au
h Neuronalen Netzen voraus haben.Dabei k�onnen die Merkmale zu denen Information gegeben werden kann au
h von Fall zu Fall we
hseln. Au
hdie we
hselnde Nutzung eines Merkmals als zu prognostizierend in dem einen, bzw. als bekannt in einemanderen Fall ist ohneweiteres m�ogli
h.3 Inferenz - Jun
tion-TreeWir haben bisher gesehen was wir im Sinne dieser Arbeit als ein Bayes's
hes Netz betra
hten werden. Au�erdemhaben wir uns zuvor s
hon damit bes
h�aftigt einige Operationen auf mehrdimensionalen Tafeln, wie sie f�ur dieWahrs
heinli
hkeits-Spezi�kationen eines Bayes's
hen Netzes hier Verwendung �nden, zu de�nieren. Beideswerden wir nun in einem ersten S
hritt zu einem sinnvollen Verfahren zur Infernz-Bere
hnung in Bayes's
henNetzen zusammenf�uhren. Dabei geht es um die Frage wie ein fertig aufgestelltes Netz zur Propagation derWahrs
heinli
hkeitsverteilungen bestimmter Merkmale genutzt werden kann. Dabei wird aus Ef�zienzgr�undenbesonderer Wert auf die Ausnutzung der in der Netzstruktur 
odierten bedingten Unabh�angigkeiten gelegtwerden.3.1 Bedeutung des ProblemsDie Bere
hnungen, die f�ur die Nutzung Bayes's
her Netze (Inferenzbere
hnung) relevant sind s
heinen aufden ersten Bli
k wenig mit den Bere
hnungen zu tun zu haben, mit denen die Struktur eines Bayes's
henNetzes ermittelt werden kann. Denno
h besteht ein Zusammenhang. Daher werden wir uns zun�a
hst der Fragewidmen, wie in einem Bayes's
hen Netz gere
hnet wird, bevor wir uns damit bes
h�aftigen ein sol
hes Netzaufzustellen, d.h. \die" (eine vern�unftige) Netzstruktur zu ermitteln. Bere
hnet werden m�ussen dabei nebenden a-priori-Wahrs
heinli
hkeiten der einzelnen Auspr�agungen eines Merkmals (Knotens), um f�ur eine demBenutzer verst�andli
he Darstellung des enthaltenen Wissens zu sorgen, vor allem das Ein
ie�en lassen vondur
h den Benutzer gegebenem Wissen �uber ni
ht mehr m�ogli
he (mit Wahrs
heinli
hkeit = 0 aufgetretene)Auspr�agungen einzelner Knoten, um ans
hlie�end die a-posteriori-Verteilungen der �ubrigen, im konkreten Fall(no
h) unbeoba
hteten Merkmale ausgeben zu k�onnen. Auf diese wird der Benutzer dann seine Ents
heidungin dem betra
hteten Fall gr�unden.Von Bedeutung au
h f�ur das eigentli
h zu behandelnde Problem, dem Finden einer Netzstruktur, ist die Frageder Inferenz-Bere
hnung, weil eine Netzstruktur in der dur
h ihre Komplexit�at ni
ht mehr in annehmbarerZeit gere
hnet werden kann keinen Nutzen bringt und wir also neben einigen anderen Aspekten au
h diesenUmstand ni
ht unber�u
ksi
htigt lassen k�onnen.3.2 GrundgedankeEin Bayes's
hes Netz stellt ja, wie bereits erw�ahnt, eine ans
hauli
he Form dar Wissen �uber die Wahrs
heinli
h-keitsverteilungen mehrerer Merkmale wiederzugeben und dabei Abh�angigkeiten zwis
hen diesen Merkmalen zuber�u
ksi
htigen. Letztenendes beinhaltet ein Bayes's
hes Netz immer die Information mit der eine gemeinsameWahrs
heinli
hkeitstafel10 aller enthaltenen Merkmale erre
hnet werden kann.Die vollst�andige gemeinsame Wahrs
heinli
hkeitstafel kann dur
h Ausmultiplizieren aller zuden einzelnen Knoten gegebenen bedingten Wahrs
heinli
hkeitstafeln gewonnen werden:p(XjSh) =Yi p(XijPai; Sh) (1)10wobei ein Bayes's
hes Netz i.d.R. gerade ni
ht alle Information wiedergibt, die in einer vollst�andigen Wahrs
hein-li
hkeitstafel darstellbar w�aren (aber nat�urli
h ni
ht dargestellt werden m�ussen)14
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Abbildung 3: Multiplikation einer Tafel der Merkmale A B und C mit einem Informationsvektor zuC d.h. \Nullsetzen" der ausges
hlossenen ZustandskombinationenEs sind: Pai die Elternknoten von XiSh die (Hypothese �uber die) NetzstrukturEs entsteht damit bei n Merkmalen eine n-dimensionale Tafel, wie sie f�ur drei Merkmale A,B und C inAbbildung 3 (re
hts) dargestellt ist. Informationen dar�uber wel
he Zust�ande eines Knotens (no
h) m�ogli
h sindund wel
he (bereits) ausges
hlossen werden k�onnen, kann in der Form eines Informationsvektors gegebenwerden, der die Werte Null f�ur ausges
hlossene, bzw. Eins f�ur (no
h) m�ogli
he Auspr�agungen enth�alt.Bsp.: Informationsvektor f�ur die Information, da� eine Person braun- oder s
hwarzhaarig ist:Haarfarbeblond braun rot s
hwarz sonst.0 1 0 1 0Dieser Vektor (Abbildung 3 links) \liegt" f�ur den i-ten Knoten au
h in der i-ten Dimension11. Damit kanndur
h Multiplikation von p(XjSh) mit diesem Vektor und ans
hlie�ende Normierung der neuen Tafelp(XjSh; Information) das Ein
ie�en von Information in das Netz bere
hnet werden, da dur
h die Multi-plikation mit dem Informationsvektor die Wahrs
heinli
hkeiten aller dur
h den Benutzer ausges
hlossenenKnoten-Zustands-Kon�gurationen auf Null gesetzt werden. Mit der ans
hlie�enden Normierung der neuenTafel wird errei
ht, da� die Gesamtwahrs
heinli
hkeit wieder 1 betr�agt (P p(XjSh; Information) = 1).Die einzelnen Wahrs
heinli
hkeiten der Knotenauspr�agungen erh�alt man vor der ersten sowie na
h jeder Infe-renzbere
hnung dur
h Marginalisierung der gemeinsamen Wahrs
heinli
hkeitstafel(PXnXi p(XjSh) bzw. PXnXi p(XjSh; Information) 8 Xi 2 X).Von der eigentli
hen Idee her ist dieser Ansatz einfa
h, wegen der mit zunehmender Anzahl der Knoten extremwa
hsenden Tafel p(XjSh) ist diese Art der Bere
hnung allerdings i.d.R. inakzeptabel aufwendig - ein Problem,dem wir ni
ht zum letzten Mal begegnet sind.3.3 Cluster-Tree / Jun
tion-TreeEin Bayes's
hes Netz stellt bedingte Abh�angigkeiten und damit eben au
h bedingte Unab�angigkeiten dar, esist also, wie an der Spezi�kation des Bayes's
hen Netzes selbst s
hon zu erkennen ist, eben ni
ht notwendigeine gemeinsame Wahrs
heinli
hkeitstafel aller Knoten aufzustellen. Man ist stattdessen bestrebt gemeinsameWahrs
heinli
hkeitstafeln statt f�ur die Gesamtmenge der Merkmale nur f�ur Teilmengen der Knoten aufzu-stellen. Diese Teilmengen m�ussen sinnvoll gew�ahlt werden. Optimal w�are es wenn die Tafeln zu den Knoten-teilmengen ni
ht gr�o�er w�aren als die urspr�ungli
hen bedingten Wahrs
heinli
hkeitstafeln zu den einzelnenKnoten, d.h. die Tafeln sollen ni
ht gr�o�er werden als dies zur Darstellung der im Netz enthaltenen Abh�angig-keiten n�otig ist. Die gesu
hten Teilknotenmengen entspre
hen den Cliquen im moralis
hen Graphen12 zumDAG.Def.: Als Cliquen bezei
hnen wir maximal verbundene Teilgraphen, das sind Auss
hnitte einesGraphen in denen jeder Knoten mit jedem anderen verbunden ist.11wir wollen allgemein von einer festen Zuordnung eines Knotens im Netz zu einer Dimension der korrespondierendenTafeln ausgehen12Der moralis
he Graph wird dur
h die \Verheiratung" (paarweise Verbindung dur
h eine (ungeri
htete) Kante)aller Elternknoten und dur
h die ans
hlie�ende �Uberf�uhrung in einen ungeri
hteten Graphen gewonnen (siehe au
hAbs
hnitt 2.3 und 2.3.1). 15
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Abbildung 4:1) DAG!moral. Graph!triangulierter Graph2) Cluster-Tree (entspre
hend moral. Graph)3) Jun
tion-Tree (entpsre
hend triangulierter moral. Graph)Der Ein
u� einer gegebenen Information ist dabei i.d.R. ni
ht auf Knoten innerhalb einer Clique bes
hr�anktund so mu� Information au
h zwis
hen den Cliquen weitergerei
ht werden k�onnen.Information, die zwis
hen zwei Cliquen weitergegeben werden mu�, kann nur jene Knoten betref-fen, die in beiden Cliquen enthalten sind, das ist die S
hnittmenge oder Separatorenmenge derbetre�enden Cliquen.Im Sinne einer einfa
hen Bere
hnung sollen die Cliquen mit den dazugeh�origen Tafeln in einem Baum or-ganisiert werden, wobei die Separatoren, zu denen ebenfalls die gemeinsamen Wahrs
heinli
hkeitstafeln derenthaltenen Knoten gebildet werden, als Verbindungskanten fungieren.Def.: Um den Baum aufzustellen benutzen wir folgendes Verfahren:Es werden zun�a
hst die beiden Cliquen, die �uber die gr�o�te Separatormenge verbunden sind zueinem initialen Baum zusammengef�ugt. Dana
h werden sukzessive die jeweils gr�o�te verbliebe-ne Separatorenmenge und die dur
h sie verbundenen Clique dem Baum anges
hlossen, wenndie Baumstruktur dabei erhalten bleibt. Einen so aufgestellten Baum nennen wir Cluster-Tree.([Jensen (1996)℄)Um dabei zu gew�ahrleisten, da� vers
hiedene Tafeln, die dasselbe Merkmal beinhalten au
h dieselbe Informa-tion zu diesem Knoten wiedergeben, mu� ein Knoten der in zwei Cliquen auftau
ht au
h in jeder Separato-renmenge auf dem Weg zwis
hen den beiden Cliquen enthalten sein. Es zeigt si
h, da� diese Bedingung mitdem bisher bes
hriebenen Verfahren zur Erstellung eines Cluster-Tree's no
h ni
ht f�ur jeden Graphen erf�ulltist (siehe Abbildung 4 2) Merkmal D). Sie ist aber in jedem Falle dann erf�ullt, wenn der zugrundeliegendeGraph trianguliert ist.Def.: Als trianguliert wird ein Graph dann bezei
hnet wenn er - ungea
htet eventueller Kanten-ri
htungen - keinen Zirkel mit mehr als drei Knoten beinhaltet, ohne da� dieser Zirkel abk�urzbarw�are.Ein ni
ht triangulierter Graph kann dur
h Hinzuf�ugen von Kanten i.d.R. auf vers
hiedene Arten in einen tri-angulierten Graphen �uberf�uhrt werden. So ist z.B. ein zugeh�origer vollst�andig verbundener Graph trianguliert.Im Sinne des Verfahrens mu� aber versu
ht werden einen Graphen, sofern er die Bedingung no
h ni
ht erf�ullt sozu triangulieren, da� m�ogli
hst wenige Kanten eingef�ugt werden bzw. die Cliquen und damit die aufzustellen-den Tafeln klein gehalten werden. Wir sollten dabei aber ni
ht vergessen, da� diese Kanten ledigli
h eingef�ugtwerden um die korrekte �Ubermittlung des Wissens zwis
hen den Cliquen zu gew�ahrleisten, wenn wir dana
h in16



der bes
hriebenen Art und Weise einen Baum aufstellen. Jedo
h sind diese Kanten keine informativen Kantenim Sinne der Darstellung (weiterer) bedingter Abh�angigkeiten. Wir nehmen an dieser Stelle nur in Kauf, da�die Cliquen-Tafeln gr�o�er werden als zur Darstellung der enthaltenen Information eigentli
h n�otig w�are. Eshandelt si
h also ledigli
h um andere Auss
hnitte (marginale Tafeln) der gro�en gemeinsamen Wahrs
heinli
h-keitstafel p(XjSh) (gem�a� Glei
hung (1)), die bei allen Bere
hnungen unsere Refernz sein soll. Eine Methodezur Triangulation von Graphen und glei
hzeitiger Identi�kation der Cliquen kann in [Jensen (1996)℄ gefundenwerden. Mit einer einfa
hen Erweiterung, um m�ogli
hst wenige Kanten zur Triangulierung einzuf�ugen, lautetdas Verfahren:W�ahle einen Knoten und verbinde alle Na
hbarn paarweise dur
h weitere Kanten (�ll-ins), soweitsie ni
ht s
hon verbunden sind. W�ahle dabei den Knoten bei dem die wenigsten �ll-ins entstehen.Der ausgew�ahlte Knoten mit allen Na
hbarn bildet eine Clique. Entferne dana
h den ausgew�ahltenKnoten und alle anliegenden Kanten und f�uhre das Verfahren mit dem Restgraphen erneut dur
h,bis alle Knoten einer Clique zugeordnet wurden. Der Ursprungsgraph plus alle so erstellten �ll insist dann trianguliert. Unverbundene Teilgraphen k�onnen (nur) getrennt trianguliert werden.Def.: Zu einem triangulierten moralis
hen Graphen kann dann ohne weitere Probleme, wieerl�autert ein Baum aufgestellt werden, der die genannten Bedingungen f�ur die Bere
hnung erf�ulltund dann als Jun
tion-Tree bezei
hnet wird.3.4 Inferenzbere
hnung mit dem Jun
tion-TreeUm einen konsistenten Jun
tion-Tree zu erhalten ben�otigen wir die gemeinsamen Wahrs
heinli
hkeits-tafeln zu den Cliquen und Separatoren.Def.: Ein Jun
tion-Tree ist konsistent wenn f�ur alle KnotenXi gilt, da� jede Cliquen- / Separatoren-Tafel, die Xi beinhaltet au
h dieselbe Information �uber diesen Knoten enth�alt. d.h. PXnXi T1 =PXnXi T2, wobei T1;2 f�ur alle entspre
henden Paare aus der Menge der Cliquen- und Separatoren-Tafeln stehen.Die Cliquen- und Separatoren-Tafeln k�onnten nat�urli
h aus der gemeinsamen Wahrs
heinli
hkeitstafel zu allenKnoten bere
hnet werden: p(X
ljSh) = XXnX
lYi p(XijPai; Sh) (2)p(XsepjSh) = XXnXsepYi p(XijPai; Sh) (3)dabei sind Sh die gegebene NetzstrukturX alle Knoten in ShX
l die Knoten in einer Clique 
lXsep die Knoten in einem Separator sepXi der i-te Knoten in ShPai Menge der Eltern von XiDieser Ansatz soll aber gerade vermieden werden. Es zeigt si
h, da� der korrekte konsistente Jun
tion-Treeerhalten werden kann, indem alle Tafeln (Cliquen und Separatoren) zun�a
hst mit 1 (alle Elemente) initialisiertwerden. dana
h werden die bedingten Wahrs
heinli
hkeitstafeln f�ur alle Knoten in jeweils eine Home-Cliquedieses Knotens einmultipliziert.Def.: Eine Home Clique zu einem Knoten Xi ist eine Clique die sowohl Xi selbst als au
h alleEltern-Knoten von Xi (Pai) enth�alt.Dur
h die DAG-Struktur und die bedingungen zum Aufbau des Jun
tion-Trees ist gew�ahrleistet, da� minde-stens eine Home-Clique zu jedem Knoten existiert.Na
hdem der Jun
tion-Tree aufgebaut, und die Tafeln wie bes
hrieben initialisiert wurden muss eine initialePropagation erfolgen, um den gesu
hten konsistenten Jun
tion-Tree zu erahlten.Bevor wir bes
hreiben wie die Propagation in einem Jun
tion-Tree dur
hgef�uhrt werden kann, soll auf eineeventuelle Fehlerquelle bei der S
h�atzung der gemeinsamen Wahrs
heinli
hkeitstafeln zu Cliquen- und Separa-torenmengen sei an diser Stelle no
h gesondert hingewiesen: Die Cliquen und Separatorentafeln d�urfen ni
ht17



direkt aus einem zur Verf�ugung stehenden Datensatz abgeleitet werden, indem sie etwa als Kontingenztafelnaufgestellt und ans
hlie�end normiert werden. Sowohl die von moralis
hen als au
h die von Triangulations-kanten betro�enen Cliquentafeln (und damit evtl. au
h die zugeh�origen Separatorentafeln) sind rein von ihrerGr�o�e her in der Lage Abh�angigkeiten zwis
hen den enthaltenen Werten darzustellen, die ni
ht aus dem dazu-geh�origen DAG ableitbar sind. Sol
he Abh�angigkeiten w�urden aber dur
h die direkte Ableitung aus Daten inden Tafeln dargestellt13. Es ist also au
h bei der St�utzung der Wahrs
heinli
hkeitss
h�atzung auf Daten n�otig,zuerst die bedingten Wahrs
heinli
hkeitstafeln aus den Daten abzuleiten (Kontingenztafeln + Normierung),um dann aus ihnen die gemeinsamen Wahrs
heinli
hkeitstafeln zu den Cliquen und Separatoren zu gewinnen.Die Propagation kann nun wie folgt dur
hgef�uhrt werden: Nehmen wir an V undW sind bena
hbarte Cliquenim Jun
tion-Tree. Zu Clique V (zu einem der enthaltenen Merkmale) wurde Information in der Form einesInformations-Vektors gegeben und dur
h Multiplikation mit der Cliquentafel p(VjSh) zu V (Abbildung 3) undNormierung dieser neuen Tafel p0(VjSh) in den Jun
tion-Tree eingebra
ht. Zun�a
hst wird f�ur die Kante alsoden Separator VWsep zwis
hen V und W eine neue Separatorentafel p0(VWsepjSh) entspre
hend Glei
hung(3) aus p0(VjSh) (ni
ht etwa aus p(WjSh)) erzeugt. Dana
h wird die neue Tafel zur Clique W gewonnendur
h (na
h [Jensen (1996)℄): p0(WjSh) := p(WjSh)p0(VWsepjSh)p(VWsepjSh) (4)Def.: Damit ist eine Informationsweiterleitung von Clique V na
h Clique W erkl�art.Die gesamte Neubere
hnung eines Jun
tion-Tree's, wenn Information gegeben wird, kann z.B. erfolgen dur
h:1. Multiplikation des Informations-Vektors mit jeder Cliquentafel, die das Merkmal enth�alt zu dem derInformationsvektor gegeben wurde.2. Wahl einer beliebigen Root-Clique im Jun
tion-Tree.3. Informationsweiterleitung entspre
hend Glei
hung (4) ausgehend von der Root-Clique bis zu den Bl�atterndes Jun
tion-Tree's und ans
hlie�end eine weitere Informationsweiterleitung ebenfalls gem�a� Glei
hung(4) in umgekehrter Reihenfolge von den Bl�attern zur Root-Clique. Damit wird bei einem Update-Dur
hlauf �uber jede Kante im Jun
tion-Tree zweimal (in jeder Ri
htung einmal) Information weiterge-leitet.Dieses Verfahren ist als \HUGIN propagation"14 bekannt und u.a. au
h in [Jensen et al. (1990)℄ und[Dawid (1992)℄ bes
hrieben. Es stellt eine Abwandlung des in [Lauritzen & Spiegelhalter (1988)℄ bes
hriebenenVerfahrens dar. Eine andere Methode zur Informationsweiterleitung kann in [Shafer & Shenoy (1990)℄ gefundenwerden. Weitere Propagationsmethoden f�ur diskrete Variablen sind z.B. in [Sha
hter (1988)℄,[Pearl (1986)℄ und [D'Ambrosio (1991)℄ bes
hrieben. F�ur Gauss's
he Variablen (u.U. gemis
ht mit diskretenVariablen) sind Verfahren in [Sha
hter & Kenley (1989)℄ und [Lauritzen (1992)℄ zu �nden.3.5 KonsequenzenAuf unsere Fragestellung bezogen, worauf im Sinne einer eÆzienten Inferenzbere
hnug bei der Erstellung einerNetzstruktur gea
htet werden mu�, k�onnen wir nun festhalten, da� f�ur die Komplexit�at der Bere
hnung nebender reinen Anzahl der Merkmale insbesondere die Gr�o�e der Cliquen und damit der entspre
henden Tafeln vonBedeutung ist. Zur Anzahl der Merkmale ist zu sagen, da� die interessierenden Merkmale vom Benutzer zubestimmen sind. Sollten si
h dur
h die Bere
hnungen zur Bestimmung der Netzstruktur Merkmale als ni
ht sobedeutend erweisen, wie viellei
ht vomBenutzer zun�a
hst erwartet, so soll es au
h an ihm liegen diese Merkmalewieder aus dem Netz zu strei
hen. Automatis
h soll darauf aber kein Ein
u� genommen werden. Der anderePunkt, die Gr�o�e der zum Jun
tion-Tree zu erzeugenden Tafeln, wird seinerseits bestimmt von der Komplexit�atdes zugrundeliegenden DAG's, kann aber dur
h die u.U. notwendige Triangulierung zus�atzli
h in die H�ohegetrieben werden. Allerdings sollte dieses Problem, abh�angig von der verwendeten Triangulationsmethode,ni
ht allzusehr in's Gewi
ht fallen. An Abbildung 4 k�onnen wir erkennen, da� dur
h die Triangulation statteiner Drei-Knoten- und vier Zwei-Knoten-Cliquen vier Drei-Knoten-Cliquen entstanden sind. Au
h wenn manden Zirkel aus Abbildung 4 dur
h weitere Knoten vergr�o�ern w�urde, entst�unden keine Cliquen mit mehr als dreiMerkmalen. Erst bei komplexeren Mehr-Zirkel-DAG's kann je na
h verwendeter Methode die Gr�o�e einzelnerCliquen dur
h Triangulation um mehr als ein Merkmal steigen. Alles in allem bleibt aber die Dimension des13da� ni
ht alle aus einem Datensatz s
heinbar herleitbaren Abh�angigkeiten dargestellt werden sollen wird no
h einengewi
htigen Punkt dieser Arbeit darstellen14HUGIN ist ein Propagations-Tool f�ur Bayes's
he Netze, da� in Zusammenarbeit mit der Aalborg University (Den-mark) entwi
kelt wurde. 18



Ausgangs-DAG's hauptauss
hlaggebend f�ur eventuell ni
ht mehr in annehmbarer Zeit bere
henbare Inferenz.Diese Dimension in vertretbaren Grenzen zu halten wird also ein wi
htiges Anliegen bei der Gewinnung einerNetzstruktur sein; dieses jedo
h au
h no
h aus anderen Gr�unden, wie wir no
h sehen werden.4 Grundlagen und ZielsetzungBisher haben wir gesehen wie ein Bayes's
hes Netz spezi�ziert wird und wie in einem sol
hen Netz - abh�angigvon der Komplexit�at des Netzes - eÆzient gere
hnet werden kann. Nun m�ussen wir uns einige Gadanken darumma
hen was wir von einem sol
hen Netz erwarten, worauf wir es gr�unden und wel
he Folgen das f�ur unserweiteres Vorgehen zur Bestimmung der Netzstruktur haben mu�. Dabei wird die Komplexit�at der Abh�angig-keiten unter den Merkmalen dur
h die Netzstruktur abgebildet, die damit bestimmt mit wievielen Werten(Parametern) die Abh�angigkeiten letztli
h zu bes
hreiben sind. Vor diesem Hintergrund mu� die Bestimmungder Netzstruktur gesehen werden. Bei der Netzstruktursu
he soll auf vers
hiedene Arten von Wissen zur�u
k-gegri�en werden, zum einen handelt es si
h dabei um Vorwissen - i.d.R. von einem Experten vorgegeben,zum anderen um die Aufzei
hnung der Merkmalsauspr�agungen mehrerer (m�ogli
hst vieler) konkreter F�alle(Datensatz).4.1 Bayes's
he Netze als ModellannahmeGanz allgemein ist ein Bayes's
hes Netz ein Modell. In sehr vielen, ganz vers
hiedenen Berei
hen �nden un-ters
hiedli
hste Modelle Verwendung. Au
h in der Statistik wird no
h mit diversen anderen Modellannahmengearbeitet, wie sie z.B. bei der (linearen) Regressionsanalyse oder au
h der Diskriminanzanalyse getro�enwerden. Gemein ist allen Modellen, da� sie einen, f�ur den zu behandelnden Problemberei
h angemessenenAuss
hnitt der Wirkli
hkeit repr�asentieren, wobei i.d.R. neben der Abgrenzung des Modellauss
hnitts na
hau�en ein weiteres Ziel darin besteht, �uber den im Modell dargestellten Berei
h selbst vers
hiedene vereinfa-
hende Annahmen zu tre�en.Ein Bayes's
hes Netz soll sol
he Merkmale enthalten, deren Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen entweder progno-stiziert werden sollen oder die zur Prognose dieser Merkmale als relevant betra
htet werden und �uber diesp�ater in einem konkret zu bestimmenden Fall zumindest Teilweise vom Benutzer Information gegeben wer-den kann - wobei in der Nutzung des Netzes die Rolle der Merkmale au
h von Fall zu Fall we
hseln kann, jena
hdem �uber wel
he der Merkmale Informationen vorliegen. Wie au
h immer, dur
h die Wahl der Merkmalewird also der Auss
hnitt der Wirkli
hkeit gew�ahlt, den wir dur
h das Modell spezi�zieren wollen. Innerhalbdieses Berei
hs ist eine Eins
hr�ankung dur
h das Modell selbst gegeben, dur
h das von vornherein festgelegtist, da� si
h das darzustellende Problem dur
h die Ein
�usse vers
hiedener Merkmale aufeinanderder spezi�-zieren l�a�t und da� der Ein
u� den die Merkmale untereinander entwi
keln in der Form bedingter - mehr oderweniger au
h als kausal zu interpretierender15 - Abh�angigkeiten darstellbar ist. Eine weitere ents
heidendeVereinfa
hung gegen�uber der \Wirkli
hkeit" wird erst bei dem Aufstellen eines konkreten Bayes's
hen Netzesdur
h die Auswahl der tats�a
hli
h in die Netzstruktur umgesetzten Abh�angigkeiten getro�en. In \Wirkli
h-keit" wird es so sein, da� tats�a
hli
h alle Merkmale direkten Ein
u� aufeinander aus�uben. Als Beispiel seidas Paradebeispiel der Chaos-Theoretiker angef�uhrt, na
hdem der S
hlag eines S
hmetterlings
�ugels in Chinaeinen Tornado in Nordamerika ausl�osen kann. Die Frage wird aber sein wel
he Abh�angigkeiten tats�a
hli
h zuveri�zieren sind bzw. dur
h die Darstellung wel
her (wievieler) Abh�angigkeiten man ein m�ogli
hst optimalesModell erh�alt. Wir wollen hier als eine weitere Eins
hr�ankung Bayes's
her Netze festlegen, da� die in einsol
hes Netz aufgenommenen Merkmale in jedem Fall beoba
htbar sein m�ussen.4.2 Parameter und Dimension eines Bayes's
hen NetzesBei einem Bayes's
hen Netz handelt es si
h um ein sogenanntes parametrisiertes Modell. Wie wir bereitsgesehen haben wird ein Bayes's
hes Netz normalerweise dur
h seine Netzstruktur und den dazu korrespon-dierenden bedingten Wahrs
heinli
hkeiten gegeben. Was ist dabei nun genau der Zusammenhang zwis
henParametern und bedingten Wahrs
heinli
hkeiten, wie wir sie bisher verwendet haben? Die beiden Formensind ineinander �uberf�uhrbar. Unter dem Begri� Parameter verstehen wir in diesem Zusammanhang die be-dingten Wahrs
heinli
hkeiten der ersten ri � 1 Zust�ande eines Knotens Xi gegeben die Auspr�agungen seinerEltern Pai. Denn als Parameter wollen wir nur sol
he Werte bezei
hnen, die keine Redundanz aufweisen. Diebedingte Wahrs
heinli
hkeit des letzten (ri-ten) Zustands eines Knotens Xi ist aber dur
h die ersten ri � 115Es existieren Ans�atze in denen die Interpretation der Kantenri
htungen als kausale Ri
htungen sehr strikt verfolgtwird, wir wollen in diesem Punkt aber diesen hohen Anspru
h ni
ht erheben.19



Werte bereits gegeben, da si
h die Summe der bedingten Wahrs
heinli
hkeiten bei einer jeweils gegebenen El-ternzustandskon�guration zu 1 ergeben mu�. Diese viellei
ht kleinli
h wirkende Abgrenzung von Parameternund bisher verwendeten bedingten Wahrs
heinli
hkeitstafeln ist deswegen von besonderer Bedeutung, weil dieAnzahl der zu s
h�atzenden Parameter, die der Dimension einer Netzstruktur Sh entspri
ht ein exaktes Ma�f�ur die tat�a
hli
h in einer Netzstruktur umgesetzten Abh�angigkeitsverh�altnisse darstellt. Die Dimension einerNetzstruktur Sh ist bestimmt dur
h: dim(Sh) = nXi=1 qi � (ri � 1) (5)n ist die Anzahl der Knoten in Shqi ist die Anzahl der Elternzustandskon�gurationen eines Knotens Xiri ist die Anzahl der Auspr�agungen von XiDie Dimension eines Bayes's
hen Netzes sollte ni
ht mit der Dimensionalit�at einzelner Tafeln verwe
hseltwerden!4.3 ZielDie G�ute mit der ein Bayes's
hes Netz die Wirkli
hkeit abbildet und damit die Genauigkeit der Prognosen,die es liefern kann, h�angt, wie bei allen parametrisierten Modellen, eben von der Wahl der Parameter - hierder bedingten Wahrs
heinli
hkeiten - ab. Um ein gutes Modell zu erhalten m�ussen demna
h einerseits dieParameter - die wir im folgenden immer mit � bezei
hnen - m�ogli
hst gut ges
h�atzt werden. Wir werden unsmit dieser Frage bes
h�aftigen, obwohl sie ni
ht das eigenli
he Thema dieser Arbeit darstellt. Wel
he Parameteraber andererseits zu s
h�atzen sein werden, wird dur
h die - Hypothese �uber die - Netzstruktur Sh bestimmt.Um das Finden wenn s
hon ni
ht der \wahren"16, so do
h einer m�ogli
hst guten Netzstruktur soll es in dieserArbeit letztenendes gehen. Andersherum ausgedr�u
kt wollen wir eine Netzstruktur �nden, die es erlaubt dieParameter so zu bestimmen, da� unser Netz gute Prognosen liefert. Die Su
he na
h der Netzstruktur ist alsovon der S
h�atzung der Parameter ni
ht wirkli
h zu trennen, zumindest mu� die Frage, wie die Parameterbestimmt werden bei der Struktursu
he ber�u
ksi
htigt werden. Daher beginnen wir mit der S
h�atzung derParameter, woraus si
h dann die Bere
hnungsformel, mit der wir Netzstrukturen bewerten werden ableitenl�a�t.4.4 Grundlage der S
h�atzungF�ur beide Fragestellungen, der Su
he na
h den Parametern einerseits, als au
h der ans
hlie�enden Su
he na
hder Netzstruktur andererseits ben�otigen wir eine Grundlage auf die wir unsere S
h�atzung st�utzen k�onnen.Diese Grundlage soll zum einen dur
h Vorwissen �uber die Netzstruktur und die Parameter und zum anderendur
h neues Wissen gebildet werden, das uns in Form eines Datensatzes D zug�angli
h wird. Das Vorwissenkann z.B. von Experten gegeben werden, wir werden aber au
h Verfahren diskutieren mit einem Minimum an,bzw. ohne Vorwissen auszukommen.4.4.1 Der DatensatzWas den Datensatz betri�t gehen wir ja davon aus, da� die Merkmale, die wir in ein Bayes's
hes Netz inte-grieren, beoba
htbar sind. D.h. wir wollen au
h davon ausgehen, da� der Datensatz D alle diese Merkmaleenth�alt. Desweiteren sollen au
h alle Merkmale in jedem in D enthaltenen Fall beoba
htet worden sein.Def.: Einen Datensatz der diese Bedingungen erf�ullt nennen wir vollst�andig.Es gibt Methoden um au
h mit unvollst�andigen Daten umzugehen. Dabei k�onnen Merkmale in einzelnen oderau
h in allen F�allen unbeoba
htet geblieben sein. Wenn ein Merkmal in allen F�allen ni
ht beoba
htet wurde sohandelt si
h um eine im obigen Sinne unbeoba
htbare Variable. Bei teilweise ni
ht beoba
hteten Merkmalenmu� no
h unters
hieden werden zwis
hen den M�ogli
hkeiten, da� das Ni
hbekanntsein der Auspr�agung einer16Da ein Bayes's
hes Netz wie alle Modelle eine der Problemstellung angemessene Vereinfa
hung der Wirkli
hkeitdarstellt, kann ohnehin bestenfalls eine im Sinne der Fragestellung und unter den Restriktionen des Modells optimaleL�osung gefunden werden.
20



Variable in einzelnen F�allen abh�angig17 bzw. unab�angig von der tats�a
hli
hen Auspr�agung ist. Bei unbeoba
ht-baren Variablen liegt immer der unabh�angige Fall vor; dagegen ist der abh�angige Fall wesentli
h s
hwierigerzu handhaben. Trotzdem geh�oren beide F�alle einem weiteren gro�en Feld der Statistik an und sollen hier ni
htweiter behandelt werden.4.5 Bayes's
he StatistikNi
ht festgelegt ist neben der Anzahl der Merkmale, die in ein Netz aufgenommen werden au
h die \Gr�o�e"des Datensatzes - also die Anzahl der F�alle die er enth�alt.Def.: Dieses Kennzei
hen bezei
hnen wir als Beoba
htungsumfang des Datensatzes.Bei der Verwendung der Daten soll im Sinne der Bayes's
hen Statistik ni
ht au�er a
ht gelassen werden,da� die S
h�atzung eines Parameters umso si
herer ist je mehr Beoba
htungen der S
h�atzung zugrundeliegen.Dieser Anzatz ist von besonderer Bedeutung, da je gr�o�er ein Datesatz ist umso geringer sollten si
h zuf�alligeS
hwankungen bemerkbar ma
hen (S
hwa
hes Gesetz der gro�en Zahlen) und umso besser sind au
h - reinnumeris
h - gegebene Wahrs
heinli
hkeiten darstellbar.Es geht dabei insbesondere darum eine zu starke Anpassung (overfitting) des Netzes an die i.d.R. dur
hzuf�allige St�orungen verzerrten Daten zu vermeiden. Im Gegensatz z.B. zur linearen (quadratis
hen...) Re-gression, in der das Ma� der m�ogli
hen Anpassung an die Daten bereits mit der Modellwahl festgelegt wird,ist diese Anpassung in einem Bayes's
hen Netz eben dur
h die Netzstruktur weitgehend variabel, worin eineSt�arke aber au
h eine Gefahr liegt. Man m�oge bea
hten, da� mit Sh insbesondere au
h die Anzahl der zubestimmenden Parameter (= Dimension(Sh)) gegeben ist. Je mehr Parameter es aber gibt umso geringerwird deren Fundierung dur
h Beoba
htungen sein.Wie si
h zeigen wird kann dieses Prinzip der Gewi
htung von Wissen dur
h Beoba
htungsumf�ange ni
ht nurauf den Teil der S
h�atzung, der si
h auf die Daten D bezieht angewendet werden, sondern in �aquivalenterWeise au
h auf das Vorwissen �uber Sh und die Parameter �. Denn au
h das Vorwissen, ob von Expertenvorgegeben oder z.B. au
h selbst aus zuvor erhaltenen Daten gewonnen, bezieht si
h i.d.R. weitestgehendauf eine Wissensbasis aus gema
hten Beoba
htungen �uber den fragli
hen Sa
hverhalt18. Dur
h diese Form derBetra
htung und der si
h daraus ableitenden Vorgehensweise werden wir eine, im Sinne unserer Bere
hnungen,homogene Wissensbasis aus Vorwissen und Daten erhalten.5 Parameters
h�atzung5.1 Grundlagen der Parameters
h�atzungDa letztendli
h die Parameter (die bedingten Wahrs
heinli
hkeiten) ein Bayes's
hes Netz bestimmen und dieStruktur des Netzes die Anzahl der Parameter bestimmt, bes
h�aftigen wir uns, wie angek�undigt zun�a
hst mitder S
h�atzung der Parameter, bevor wir daraus einen sinnvollen Weg zur Bestimmung der Art und Anzahlder Parameter also der Netzstruktur an si
h ableiten.Belassen wir es no
h einen Moment bei einer getrennten Betra
htung von Vorwissen und Daten, so ist zun�a
hstvon Interesse wie die Parameter nur aus den Daten D bestimmt werden k�onnen - das Vorwissen liegt ja ohnehinin der Form von Parametern eines Bayes's
hen Netzes, also in bedingten Wahrs
heinli
hkeiten vor. Um dieParameter zu bestimmen ben�otigen wir die Verteilung der Parameter bei gegebenen Daten19: p(�jD). F�ur denMoment lassen wir dabei neben dem Vorwissen au
h no
h au�er A
ht da� die Parameter selbst in Bayes's
henNetzen von der Netzstruktur abh�angen und betra
hten den Fall zun�a
hst m�ogli
hst allgemein.Um zu lei
hter bestimmbaren Termen zu gelangen zerlegen wir p(�jD) entspre
hend der Bayes-Regel20:p(�jD) = p(�)p(Dj�)p(D) (6)17liegen z.B. �uber die St�arke eines Erdbebens aus der dem Epizentrum n�a
hstgelegenen Me�station keine Me�datenvor, so k�onnte dies eine Indikation f�ur ein besonders s
hweres Beben sein, das au
h die seismologis
hen Me�instrumentein Mitleidens
haft gezogen hat.18wir gehen auf ein Problem in diesem Zusammenhang no
h im Abs
hnitt 9.1 ein19F�ur die Parameters
h�atzung gibt es au
h andere Ans�atze, die wir am Ende dieses Kapitels kurz er�ortern.20p(AjB) = p(A)p(BjA)p(B) 21
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Abbildung 5: Einige beispielhafte Beta-Verteilungendabei sind p(D) = R p(Dj�)p(�)d� d.h. p(D) ist einevon � unabh�angige Normierungskonstante;au
h marginal Likelihood genanntp(�) die a-priori-Wahrs
heinli
hkeitender Parameterp(Dj�) die Likelihood der Daten beigegebenen ParameternDie einzelnen Teile der Glei
hung werden wir nun betra
hten.5.2 Einstweilige Vereinfa
hung des ProblemsDie Glei
hung (6) ist sehr allgemein gehalten. Um uns unserer konkreten Fragestellung zu n�aheren - der Be-stimmung der Parameter in einem Bayes's
hen Netz - werden wir s
hrittweise die speziellen Bedingungenin unserer Problemstellung miteinbeziehen. F�ur eine erste Bestimmung der Likelihood p(Dj�) und den a-priori-Wahrs
heinli
hkeiten der Parameter p(�) gehen wir daher zuerst von einer einzigen binomial verteiltenVariable X mit den Auspr�agungen X = Kopf und X = Zahl (Beispiel M�unzwurf) aus, f�ur deren Wahr-s
heinli
hkeitsspezi�kation ein einziger Parameter � ausrei
ht (die Gegenwahrs
heinli
hkeit ist dur
h 1 � �gegeben).Damit erhalten wir f�ur die Likelihood: p(Dj�) = �kopf (1� �)zahl (7)wobei kopf = Nkopf und zahl = Nzahl die Anzahlen der beiden Auspr�agungenKopf und Zahl des Merkmals X in Ddarstellen.Indem wir die Produkte �kopf = Qkopfn=1 � und �zahl = Qzahln=1 (1� �) bilden unterstellen wir - wie im weiterenau
h immer - die Unabh�angigkeit der einzelnen \W�urfe" bzw. Beoba
htungen. Au
h dies stellt eine weitereBedingung in unseren Annahmen - diesmal in Bezug auf den Datensatz D - dar. Allerdings sollte die Unab-h�angigkeitsannahme der einzelnen Beoba
htungen f�ur die meisten F�allen ad�aquat sein.5.3 Die Beta-VerteilungDie a-priori-Wahrs
heinli
hkeitsverteilung des Parameters p(�) ist, unter der f�ur diesen Fall gebr�au
hli
henAnnahme einer Beta-Verteilung gegeben dur
h:p(�j�kopf ; �zahl) = Beta(�j�kopf ; �zahl) � �(�)�(�kopf )�(�zahl)��kopf�1(1� �)�zahl�1 (8)
22



+ N

+ N

1000

UserSampleSize = 1000

zB.
α

zB.

kopf

kopf

zahl

=  0,67 x 1000

αzahl =  0,33 x 1000

αkopf

αzahl

kopf kopfzahl zahlAbbildung 6: Gemeinsame glei
hartige Betra
htung der Quatit�aten Nkopf , Nzahl und �kopf , �zahl,die aus dem Vorwissen und den Daten gewonnen wurdendabei sind �kopf und �zahl die Hyperparameter der Beta-Verteilunges handelt si
h dabei um Quantit�aten�aquivalent zu kopf und zahl, die aberni
ht aus einem Datensatz gewonnenwerden sondern das Vorwissen(i.d.R. vom Benutzer gegeben)widerspiegeln� = �kopf + �zahl der Beoba
htungsumfang, aus demdas Vorwissen ges
h�opft wurde�() die �-Funktion siehe Abs
hnitt 5.4.1Als a-priori bezei
hnen wir diese Verteilung, weil wir nur von dem Vorwissen gegeben dur
h �kopf und �zahlausgehen. Indem �kopf und �zahl das Vorwissen in der Form von Quantit�aten �aquivalent zu kopf und zahlwiedergeben sind wir bei der angek�undigten �aquivalenten Behandlung des Vorwissens und der Daten.5.4 Glei
hartige Betra
htung von Vorwissen und DatenWir hatten bereits gesehen, da� ein Datensatz neben Informationen �uber die Verteilungen der Merkmale (!Parameter), dur
h den Beoba
htungsumfang auf den si
h ein Parameter gr�undet au
h Aufs
hlu� dar�uber gibt,mit wel
her Si
herheit der ges
h�atzte Wert des jeweiligen Paramteres angenommen werden kann. Dasselbekann nun au
h f�ur die vom Benutzer erwarteten Wahrs
heinli
hkeiten f�ur das Eintreten von X = Kopfbzw. X = Zahl realisiert werden.Def.: Die Gr�o�e von � = �kopf + �zahl spiegelt den Beoba
htungsumfang eines (imagin�aren)Datensatzes DV orwissen wieder, aus dem der Benutzer sein Wissen bezogen hat. Die Werte f�ur�kopf und �zahl k�onnen gewonnen werden indem das Vorwissen �uber die Wahrs
heinli
hkeitenpV orwissen(X = Kopf) und pV orwissen(X = Zahl) multipliziert wird mit einem Wert, der denUmfang dieses (imagin�aren) DatensatzesDV orwissen wiedergibt und im Folgenden als UserSampleSizebezei
hnet wird.Diese Te
hnik ist als equivalent sample size ([He
kerman (Mar
h 1995)℄) bekannt. Auf diese Weise erhaltenwir eine Art Kontingenztafel korrespondierend zu DV orwissen.Dabei sind die Begri�e \Kontingenztafel" und \Datensatz" ni
ht allzu w�ortli
h zu begreifen. Wie wir an Ab-bildung 7 erkennen k�onnen lassen wir zu, da� dur
h die Multiplikation UserSampleSize � PV orwissen ni
htunbedingt nur ganzzahlige Werte in der \�-Kontingenztafel" entstehen, was wie im Beispiel der Abbildung 7z.B. \halben Beoba
htungen" in DV orwissen entspr�a
he. Zwar w�are so etwas ni
ht m�ogli
h w�urden wir strengvoraussetzen, da� si
h das Vorwissen tats�a
hli
h (auss
hlie�li
h) auf gema
hte, z�ahlbare Beoba
htungen (alsoz.B. einzelne Erfahrungen eines Experten) gr�undet und die UserSampleSize au
h genau diesen Beoba
htungs-umfang wiedergibt, jedo
h wollen und m�ussen wir in diesem Punkt ni
ht derartig restrektiv verfahren. DerExperte soll sein Wissen dur
haus intuitiv formulieren d�urfen, in der Unterst�utzung genau dieser M�ogli
hkeitdur
h die graphis
he Netzstruktur und den dazu korrepondierenden bedingten Wahrs
heinli
hkeiten liegt jaeine der St�arken Bayes's
her Netze, die wir uns an dieser Stellen ni
ht nehmen wollen, imdem wir den Ex-perten dazu zwingen sein Vorwissen �uber dir Wahrs
heinli
hkeiten und den Wert f�ur die UserSampleSize23
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heinli
keitswerte vom Benutzer verlangt wird. Aus diesem Umstand erkl�art si
h aber die Verwendungder �-Funktion.5.4.1 Die �-FunktionF�ur die �-Funktion gilt f�ur nat�urli
he Zahlen n: �(n) = (n�1)! jedo
h ist die �-Funktion die stetige Fortsetzungvon (n� 1)!, also au
h f�ur alle Zwis
henwerte erkl�art.5.5 Die Normierungskonstante der Beta-VerteilungBetra
hten wir, etwas vorgreifend die Beta-Verteilung mit Hinbli
k auf unser Vorhaben letztendli
h keineParameter, sondern Netzstrukturen zu bewerten etwas genauer. Dabei wollen wir g�anzli
h um die eigentli
heParameters
h�atzung umhinkommen. Es zeigt si
h, da� in Glei
hung (8) ein Teil separierbar ist, der � ni
htenth�alt und als Normierungskonstante dient:�(�)�(�kopf )�(�zahl) = 
Beta(�kopf ; �zahl) (9)womit dann, wie f�ur eine Verteilung gefordert gilt:Z �(�)�(�kopf )�(�zahl)��kopf�1(1� �)�zahl�1d� = 124



5.6 Konjugierte VerteilungEine konjugierte Verteilung liegt vor, wenn die Verteilungs-Art (in unserem Fall die Beta-Verteilung) erhalten bleibt, au
h wenn Wissen (hier in der Form des Datensatzes D) hinzukommt.Unter der Annahme einer konjugierten Verteilung k�onnen wir au
h den linken Teil der Glei
hung (6) direktbere
hnen: p(�jD) = Beta(�j�kopf + kopf; �zahl + zahl)� �(�+N)�(�kopf + kopf)�(�zahl + zahl) ��kopf+kopf�1(1� �)�zahl+zahl�1 (10)wobei N der Umfang des Datensatzes D istNkopf bzw. Nzahl die Anzahl der F�alle darstellt, indenen X = Kopf bzw. X = Zahlin D beoba
htet wurde.�Aquivalent zu Glei
hung (8) l�a�t si
h au
h in Glei
hung (10) eine Normierungskonstante identi�zieren:�(�+N)�(�kopf + kopf)�(�zahl + zahl) = 
Beta(�kopf + kopf; �zahl + zahl) (11)5.7 Bestimmung der marginalen LikelihoodTragen wir die Teile der Glei
hung (6) zusammen, die wir bestimmen k�onnen:p(�): Glei
hung (8) p(Dj�): Glei
hung (7) p(�jD): Glei
hung (10)Dur
h Einsetzen in Glei
hung (6) und Umformen na
h der marginalen Likelihood p(D) erhalten wir:p(D) = p(�)p(Dj�)p(�jD)p(D) = �(�)�(�kopf )�(�zahl) ��kopf�1 (1� �)�zahl�1 �kopf (1� �)zahl�(�+N)�(�kopf+kopf)�(�zahl+zahl) ��kopf+kopf�1 (1� �)�zahl+zahl�1p(D) = �(�)�(�kopf ) �(�zahl) �(�kopf + kopf) �(�zahl + zahl)�(�+N)p(D) = �(�)�(�+N) �(�kopf + kopf) �(�zahl + zahl)�(�kopf ) �(�zahl) (12)p(D) = 
Beta(�kopf ; �zahl)
Beta(�kopf + kopf; �zahl + zahl)5.8 S
h�atzung der ParameterEs ging uns bislang darum einen Weg der Parameters
h�atzung zu �nden. Dazu ben�otigten wir zun�a
hst dieVerteilungsfunktion des (bislang einzigen) Paramters � bei gegebenen Daten p(�jD). Unter der Annahme einerkonjugierten Verteilung und der Annahme, einer Beta-Verteilung des Parameters konnten wir p(�jD) unterEinbeziehung au
h des Vorwissens direkt bere
hen (Glei
hung (10)). Wir haben damit die Grundlagen f�urdie S
h�atzung der Parameter zusammengetragen. Zur eigentli
hen S
h�atzung kommen wir nun. Na
h wievor gehen wir von einer einzigen binomialverteilten Variable X aus. Jedo
h wird si
h zeigen, da� si
h dieParameters
h�atzung lei
ht auf die weiteren verkomplizierenden Annahmen �ubertragen l�a�t, so da� wir dieFrage mit diesem Kapitel abs
hlie�en k�onnen.
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5.8.1 Verglei
h des Bayes's
hen und des Klassis
hen AnsatzesDie Ans�atze bei der Parameters
h�atzung in der klassis
hen und der Bayes's
hen Statistik unters
heiden si
hgrundlegend - sind praktis
h gegenteilig in ihren Grundideen.In der klassis
hen Statistik wird der Parameter als gegeben festgehalten und (formal) alle Datens�atzebetra
htet, die dur
h sampling21 aus diesem Parameter entstanden sein k�onnten; obglei
h eigentli
h der \ri
h-tige", no
h unbekannte Parameter zu den beoba
hteten und damit gegebenen Daten gesu
ht ist. Ein h�au�gverwendeter S
h�atzer ist der Maximum-Likelihood-S
h�atzer, der p(Dj�) maximiert.Dagegen werden in der Bayes's
hen Statistik die Daten als gegeben hingenommen und die Wahrs
heinli
h-keitsverteilung des unbekannten Parameters betra
htet (p(�jD)).�Uber die Vor- und Na
hteile der beiden Ans�atze herrs
ht Uneinigkeit. Der Bayes's
he Ansatz hat zumindestden Vorteil intuitiver zu sein. Wir werden uns daher weiter an die Bayes's
he Statistik halten.5.8.2 Allgemeine Form der Bayes's
hen Parameters
h�atzungDer nun zu s
h�atzende Parameter � dient uns dazu die Wahrs
heinli
hkeit mit der das Ereignis XN+1 = Kopfeintritt abzus
h�atzen, na
hdem wir �uber Vorwissen und neues Wissen in Form der DatenD verf�ugen. Allgemeingilt f�ur beliebige Verteilungen:p(XN+1 = Kopf jD) = Z p(XN+1 = Kopf j�)p(�jD)d�= Z �p(�jD)d� (13)� Ep(�jD)(�)wobei XN+1 die Auspr�agung von X im n�a
hsten no
h ni
htbeoba
hteten Fall darstellt, na
hdem uns mit DN F�alle bekannt sindEp(�jD)(�) den Erwartungswert von � unter Ber�u
ksi
hti-gung der Verteilung p(�jD) wiedergibt5.8.3 S
h�atzung unter der Annahme einer Beta-VerteilungDa f�ur die Beta-Verteilung gilt: Z �Beta(�j�kopf ; �zahl)d� = �kopf� (14)erhalten wir f�ur die Glei
hung (13) und damit als S
h�atzer des Parameters:p(XN+1 = Kopf jD) = �kopf + kopf�+N = � (15)Oder wenn wir ohne Daten beginnen und unser Wissen s
hrittweise dur
h Beoba
htungen erweitern:p(X1 = Kopf) = �kopf� p(X2 = Kopf jX1 = Kopf) = �kopf + 1�+ 1 (16)5.8.4 ErkenntnisseWas daran gezeigt werden soll ist folgendes:� Erstens enspri
ht das so gewonnene Verfahren zur Parameterbestimmung wohl der intuitiven Erwar-tung. Der Parameter wird \einfa
h" dur
h das Verh�altnis der Beoba
htungen mit X = Kopf zumGesamtbeoba
htungsumfang gewonnen.� Zweitens erkennt man, da� auf die eigenli
he Parameters
h�atzung der Beoba
htungsumfang keinen Ein-
u� hat. Da ein Parameter ein einzelner Wert, der eine Wahrs
heinli
hkeit wiedergibt ist, sind weitereInformationen, wie eben zB. �uber die Si
herheit mit der dieser Parameter gegeben ist au
h ni
ht dar-stellbar. Wir werden nun daher f�ur die Bestimmung der Netzstruktur zu Ber�u
ksi
htigen haben, da� dieBeoba
htungsumf�ange (Daten und Vorwissen) ni
ht unter den Tis
h fallen.21k�unstli
he Erzeugung von Daten, wie sie beoba
htet werden k�onnten, unter der Annahme, da� die Parameter diewahre Wahrs
heinli
hkeitsverteilung wiederspiegeln 26



� Zuletzt sei no
h angemerkt, da� f�ur die Verteilung des Parameters - die Beta-Verteilung - von Bedeutungist, da� wir die Wahrs
heinli
hkeit f�ur das Eintreten eines zuk�unftigen Ereignisses aus dem bis dahinzur Verf�ugung stehenden Wissen (Vorwissen und Daten) bestimmen. Die minimale Grundlage auf diesi
h eine S
h�atzung gr�unden kann sind aber bisher zwei Beoba
htungen (je eine f�ur � = Kopf und� = Zahl). Daher die \�1" die in der Beta-Verteilung mehrfa
h auftau
ht:Beta(�j�kopf ; �zahl) � �(�)�(�kopf )�(�zahl)��kopf�1(1� �)�zahl�1wobei f�ur nat�urli
he Zahlen n gilt: �(n) = (n�1)!5.8.5 Parameters
h�atzung in Bayes's
hen Netzen (volle Modellannahme)Vorrauss
hauend in Bezug auf die S
h�atzung der bedingten Wahrs
heinli
hkeitstafeln zu den Knoten einesBayes's
hen Netzes k�onnen wir hier bereits festhalten, da� si
h an der einfa
hen Form der S
h�atzung vonParametern dur
h die Erweiterung auf den multinomialen, multivariaten Fall ni
hts grunds�atzli
h �andernwird; einzig die ben�otigten Objekte (Tafeln) und damit die Bere
hnungen werden komplexer. Die S
h�atzungder bedingten Wahrs
heinli
hkeitstafeln und damit der Parameter erfolgt im wesentli
hen in vier S
hritten:1. Ableitung der Kontingenztafeln zu jedem Knoten und seinen Eltern aus den Daten D.2. Ableitung der Tafeln, die das Vorwissen wiedergeben, �aquivalent zu der Form in der die Kontingenztafelndas Wissen aus den Daten darstellen, aus den benutzergegebenen bedingten Wahrs
heinli
hkeitstafelnund einem UserSampleSize-Wert (auf diesen Punkt wird im weiteren no
h eingegangen, da diese Ta-feln au
h zur Netzstrukturbestimmung erstellt werden m�ussen, was aber ni
ht ganz trivial ist (sieheAbs
hnitt 6.8)).3. Addition der Kontingenz- und Vorwissentafel, die jeweils zu einem Knoten geh�oren.4. Normierung dieser Gesamt- (Vorwissen- und Daten-) tafeln zu bedingten Wahrs
heinli
hkeitstafeln.Da die Parameters
h�atzung ni
ht eigentli
hes Thema dieser Arbeit ist, sei das Thema hiermit beendet. Dasdargestellte Verfahren entspri
ht weitgehend dem in [He
kerman (Mar
h 1995)℄ bes
hriebenen.6 NetzstrukturbewertungWir verlassen nun die Parameters
h�atzung und werden uns dem Ziel der Bestimmung einer guten Netzstruk-tur, gegeben Daten und Vorwissen s
hrittweise n�ahern. Um Netzstrukturen verglei
hen zu k�onnen brau
henwir eine Bewertungsformel. Zur Herleitung einer sol
hen Formel m�ussen wir unsere bislang m�ogli
hst einfa
hgehaltenen Annahmen verkomplizieren. Dazu wird eine Erweiterung der Beta-Verteilung auf den multinimia-len Fall ben�otigt. Diese ist dur
h die Diri
hlet-Verteilung gegeben, die dann no
h auf den multivariaten Fallangepa�t werden mu�, um ein Bayes's
hes Netz na
h unseren Vorgaben bes
hreiben zu k�onnen. Aus dieserParameter-Verteilung soll dann eine Netzbewertungsformel abgeleitet werden, bei der die S
h�atzung der Pa-rameter ausgeklammert werden soll. F�ur die Verwendung dieser Formel wird Vorwissen in einer bestimmtenForm ben�otigt. Um die Herleitung dieses Vorwissens aus der normalen Form eines Bayes's
hen Netzes, wie esvon einem Experten vorgegeben werden kann, soll es im letzten S
hritt gehen.6.1 Die Diri
hlet-Verteilung (multinomiale Variablen)Bislang sind wir von einer einzigen binomial verteilten Zufallsvariable X ausgegangen. Nun kann X aberau
h multinomial sein, d.h. mehr als zwei Auspr�agungen haben, womit nun statt der Beta- die Diri
hlet-Verteilung angenommen werden kann:p(�) = Dir(�j�1; :::; �r) � �(�)Qrk=1 �(�k) rYk=1 ��k�1k (17)
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Dabei sind r die Anzahl der m�ogli
hen (mit positiverWahrs
heinli
hkeit auftretenden) Aus-pr�agungen von X� ein Satz von Parametern (statt dem bishereinzigen Parameter �)�k der Parameter, der die Wahrs
heinli
hkeitder k-ten Auspr�agung wiedergibt, wobeiwir wie bereits erl�autert mit r � 1Parametern auskommen - der Einfa
hheithalber soll mit �r aber die mit 1�Pr�1k=1 �kgegebene Wahrs
heinli
hkeit bezei
hnetwerden�k gegeben dur
h:�k = pV orwissen(X = k)UserSampleSize�ahnli
h der Beta-Verteilung gilt damit:UserSampleSize = � =Prk=1 �kund �k > 06.2 Die Normierungskonstante der Diri
hlet-VerteilungAu
h in der Diri
hlet-Verteilung �nden wir wieder, �ahnli
h wie in der Beta-Verteilung, eine Normierungskon-stante: �(�)Qrk=1 �(�k) = 
Dir(�1; :::; �r) (18)Es gilt: Z rYk=1 ��k�1k = 1
Dir(�1; :::; �r)6.3 Der Multivariate Fall (volle Modellannahme)Weiterhin enth�alt ein Bayes's
hes Netz i.d.R. nat�urli
h mehr als eine Variable. Daher gehen wir nun von einemSatz von (multinomialen) Zufallsvariablen X aus.Im Folgenden sei X ein Satz von (multinomialen) ZufallsvariablenXi die i-te der n VariablenXki die k-te von ri Auspr�agungen der i-ten VariableSh eine Netzstruktur in der Form eines DAG's �uber die XiPai der (u.U. leere) Satz von Elternvariablen v. XiPaji die j-te von qi m�ogli
hen Kon�gurationen derElternauspr�agungenIn diesem Fall sind f�ur jeden Knoten bei gegebener Elternzustandskon�guration die Diri
hlet-Verteilungen derParameter, die die ges
h�atzten bedingten Wahrs
heinli
hkeiten jedes Knotenzustands bei gegebener Eltern-kon�guration wiedergeben, bestimmt dur
h:p(�ijjPai; Sh) = Dir(�ij�ij1; :::; �ijri) � �(�ij)Qrik=1 �(�ijk) riYk=1 ��ijk�1ijk (19)
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Dabei ist ri die Anzahl der m�ogli
hen (mit positiver Wahrs
heinli
hkeitauftretenden) Auspr�agungen von Xi�ij der Satz von Parametern zum Knoten Xi, bei gegebenerElternkon�guration Pai = j�ijk der Parameter, der dieWahrs
heinli
hkeit der k-tenAuspr�agung von Xi bei gegebener j-ten Elternzustands-kon�guration wiedergibt;wiederum sei �ijri = 1�Pri�1k=1 �ijk�ijk Das Vorwissen �uber das Eintreten des k-ten Zustands beigegebener j-ten Elternkon�guration in der Form vonQuantit�aten verglei
hbar zu Beoba
htungsanzahlen in einemDatensatz; Dieses Vorwissen wird bestimmt dur
h:�ijk = pV orwissen(X = k;Pai = jjSh) � UserSampleSize�ij die marginale Tafel gegeben dur
h: �ij =Pk �ijkUnter der Annahme einer konjugierten Verteilung erhalten wir bei Einbeziehung eines Datensatzes D:p(�ijjPai; Sh) = Dir(�ij�ij1; :::; �ijri) � �(�ij +Nij)Qrik=1 �(�ijk +Nijk) riYk=1 ��ijk+Nijk�1ijk (20)Hierbei ist Nijk die aus dem Datensatz erhaltenenAnzahl von Beoba
htungenin denen Xi = k und Pai = jNij die marginale Tafel PkNijkjedes Ni kann als eine von der NetzstrukturSh abh�angige Kontingenztafel zumKnoten Xi gesehen werdenentspre
hend ist �i die Vorwissen-Kontingenztafel zu XiDie Normierungskonstanten f�ur die F�alle vor bzw. na
h Erhalt der Daten D lauten:�(�ij)Qrik=1 �(�ijk) bzw: �(�ij +Nij)Qrik=1 �(�ijk +Nijk) (21)6.4 Allgemeine Form der Netzbewertung�Uber die bedingten Abh�angigkeiten zwis
hen den Variablen, repr�asentiert dur
h eine Netzstruktur �uber X,sollen Hypothesen Sh mit einer Wahrs
heinli
hkeit belegt werden. Diese Wahrs
heinli
hkeit soll anhand desVorwissens und der Daten D bere
hnet werden. Gesu
ht ist also p(ShjD).Dem Bayes's
hen Theorem folgend ergibt si
h:p(ShjD) = p(Sh)p(DjSh)p(D) (22)es sind p(D) eine Normierungskonstante, die(vgl. Glei
hung (6)) ni
ht von der Netzstruktur abh�angtp(Sh) die a-priori-Wahrs
heinli
hkeit derHypothese Sh �uber die Netzstrukturp(DjSh) die Likelihood der Daten gegebendie Netzstruktur6.5 Herleitung der NetzbewertungsformelDie a-priori-Wahrs
heinli
hkeit der Netzstruktur wird zun�a
hst keine weitere Rolle spielen - wir werden ganzim Bayes's
hen Sinne unser Unwissen �uber diese Wahrs
heinli
hkeit modellieren, indem wir alle Hypothesenvorab (a-priori) als glei
hwahrs
heinli
h annehemen22. Somit bleibt p(DjSh) allein auss
hlaggebend f�ur die22Au
h wenn dur
h diese, in der Bayes's
hen Statistik allgemein �ubli
he Annahme in Extremf�allen Paradoxien erzeugtwerden k�onnen und dieses Verfahren daher teilweise sehr kritis
h gesehen wird.29



Bewertung einer Netzhypothese Sh. Man bea
hte die �Ahnli
hkeit zur Likelihood - es handelt si
h um eine ArtLikelihood der Daten gegeben die Netzstruktur. Sie kann bere
hnet werden dur
h:p(DjSh) = Z p(D; �jSh)d�= Z p(Dj�; Sh)p(�jSh)d� (23)Das w�are, um no
heinmal auf unser einfa
hstes Beispiel einer binomial verteilten Variable X zur�u
kzukommen(in dem es au
h nur eine m�ogli
he Netzhypothese Sh gibt):p(DjSh) = Z �kopf (1� �)zahl��kopf�1(1� �)�zahl�1
Beta(�kopf ; �zahl)d�p(DjSh) = 
Beta(�kopf ; �zahl) Z �kopf+�kopf�1(1� �)zahl+�zahl�1d�p(DjSh) = 
Beta(�kopf ; �zahl)
Beta(�kopf + kopf; �zahl + zahl)p(DjSh) = �(�)�(�kopf )�(�zahl) �(�kopf + kopf)�(�zahl + zahl)�(�+N) (24)Dieses Ergebnis entspri
ht der marginalen Likelihood aus Glei
hung (12), da bei nur einer m�ogli
hen Netz-struktur Sh gilt: p(DjSh) = p(D).Dur
h die Erweiterung auf eine multinomiale Variable und die Verwendung der Normierungskonstanten derDiri
hlet-Verteilung 
Dir, anstatt der 
Beta-Konstanten erhalten wir:p(DjSh) = �(�)�(� +N) rYk=1 �(�k +Nk)�(�k) (25)wobei Nk die Anzahl der Beoba
htungenim Datensatz D ist, mit X = k6.6 Bewertung der NetzstrukturDie Glei
hung (25) mu� nun im letzten S
hritt no
h auf den multivariten, multinomialen Fall - also dieGrundvoraussetzung eines Bayes's
hen Netzes, wie wir es annehmen - erweitert werden. Damit ergibt si
h nuneine Bewertungsformel f�ur Netzstrukturen, wie sie zuerst in [Cooper & Herskovits (1992)℄ bes
hrieben wurde:p(DjSh) =Yi Yj �(�ij)�(�ij +Nij)Yk �(�ijk +Nijk)�(�ijk) (26)Es sind die Nijk die Anzahlen der Beoba
htungen in D in denenXi = k und Pai = jNij die Werte der marginalen Tafeln PkNijk�ijk das Vorwissen �uber die H�au�gkeit desAuftretens von Xi = k u. Pai = j,�ij die Werte der marginalen Tafeln Pk �ijk6.7 Bewertung von Abh�angigkeitenDie Annahme der Abh�angigkeit zweier Werte ist ein symmetris
hes Konzept. Gibt die Information, da� s
hle
h-tes Wetter herrs
ht, Information dar�uber her wel
her Prozentteil der Mens
hen einen S
hirm mit si
h f�uhrt,so gibt au
h die Information �uber den Anteil der S
hirmtr�ager Aufs
hlu� �uber das momentane Wetter. Dahersollte au
h die Bewertung von Abh�angigkeiten identis
h sein f�ur die F�alle:Wetter ! S
hirmmitnahme und S
hirmmitnahme ! Wetter.In der nun eingef�uhrten Bewertungsformel (Glei
hung (26)) ist die glei
he Bewertung der beiden F�alle gew�ahr-leistet. 30



Bsp.: Nehmen wir an, zwei Merkmale A und B sind laut Vorwissen unabh�angig. Das Vorwissen �uber dieVerteilungen von A und B sei gegeben dur
h:pV orw(A;B)A pV orw(B)a1 a2 Pb1 0.125 0.375 0.5B b2 0.125 0.375 0.5pV orw(A) P 0.25 0.75
UserSampleSize= 128

� 128 = �i=B;j2fa1;a2g;k = �i=B;j2fb1;b2g;kAa1 a2 Pb1 16 48 64B b2 16 48 64P 32 96Desweiteren sei ein Datensatz gegeben, der das Vorwissen zu 100% best�atigt und im Beoba
htungsumfang derUserSampleSize entspri
ht, so da� gilt: Nijk = �ijk . Damit erhalten wir f�ur p(DjSh) (na
h Ersetzen von�(x) dur
h (x� 1)!):� 127!63! � 63! � 127! � 127!255! � �� 63!15! � 47! � 31! � 95!127! � 63!15! � 47! � 31! � 95!127! � � 5:7 � 10�71 Sh = B ! A� 127!31! � 95! � 63! � 191!255! � �� 31!15! � 15! � 31! � 31!63! � 95!47! � 47! � 95! � 95!191! � � 5:7 � 10�71 Sh = A! B� 127!31! � 95! � 63! � 191!255! � �� 127!63! � 63! � 127! � 127!255! � � 8:1 � 10�71 Sh = A BDas Netz, da� die Unabh�angigkeit wiedergibt erh�alt tats�a
hli
h die h�o
hste Bewertung, die beiden anderenNetze aber unters
heiden si
h in ihren Bewertungen ni
ht. Au
h wenn jeweils 16 glei
he Beoba
htungen (Vor-wissen und Daten) zu einer zusammengefa�t werden (�0ijk := �ijk=16; N 0ijk := Nijk=16) �andert si
h ni
htsGrunds�atzli
hes: p(DjSh) � 0:0000228 Sh = B ! Ap(DjSh) � 0:0000228 Sh = A! Bp(DjSh) � 0:0000286 Sh = A BEntspre
hendes gilt au
h f�ur andere mit einem Faktor aus den �-Tafeln erhaltbaren Kontingenztafeln.Anders verh�alt es si
h, wenn der Datensatz je 16 Beoba
htungen f�ur jede der Auspr�agungskombinationenA = a1; B = b1 und A = a2; B = b1 und je 48 Beoba
htungen f�ur A = a1; B = b2 und A = a2; B = b2 enth�alt,was ebenfalls auf die Unabh�angigkeit von A und B hindeuten w�urde.Dann ergibt die Bere
hnung von p(DjSh):� 127!63! � 63! � 95! � 159!255! � �� 63!15! � 47! � 31! � 63!95! � 63!15! � 47! � 63! � 95!159! � � 2:6 � 10�78 Sh = B ! A� 127!31! � 95! � 95! � 159!255! � �� 31!15! � 15! � 31! � 63!95! � 95!47! � 47! � 63! � 95!159! � � 2:6 � 10�78 Sh = A! B� 127!63! � 63! � 95! � 159!255! � � � 127!31! � 95! � 95! � 159!255! � � 2:2 � 10�78 Sh = A BNun werden die Netze A! B bzw. B ! A gegen�uber der Unabh�angigkeitsannahme bevorzugt. Der Datensatzbest�atigt hier ni
ht mehr das Vorwissen, obwohl sowohl Vorwissen als au
h Daten einzeln auf Unabh�angigkeithindeuten. Trotzdem ist dieses Ergebnis ni
ht �uberras
hend, da eine gemeinsame Tafel �ijk+Nijk dur
haus eineAbh�angigkeit erkennen l�a�t. Unters
hiedli
he (Un-)Abh�angigkeitsannahmen f�uhren also u.U. zur Annahmeeiner Abh�angigkeit. Bei konkreten Bere
hnungen k�onnen allerdings Rundungsfehler zu lei
ht unters
hiedli
henErgebnissen, bei eigentli
h �aquivalenten Netzen f�uhren, da einzelnen Werte di�erieren bzw. in unters
hiedli
henReihenfolgen auftreten.Wir haben nun gesehen, wie unters
hiedli
he Unabh�angigkeitsannahmen zusammengenommen auf eine Ab-h�angigkeit s
hlie�en lassen. Au
h das Gegenteil kann eintreten, d.h. unters
hiedli
he Abh�angigkeitsannahmenk�onnen si
h gegenseitig eliminieren, wie nat�urli
h au
h verst�arken (best�atigen). Um diesen Zusammenhang zuillustrieren bewerten wir zwei Netze dur
h f1(x; y) = p(DjA ! B) und f2(x; y) = p(DjA B) entspre
hendden abgebildeten Tafeln.Es ist zu erkennen, wie die im Vorwissen enthaltene Abh�angigkeit dur
h x = 2:5 und y = 0:5 aufgehoben wird,so da� das kantenlose Netz favorisiert wird, w�ahrend mit x = 0:5 und y = 2:5 die Abh�angigkeit best�atigt wirdund so das zugeh�orige Netz (A! B) bevorzugt wird.31
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6.8 R�u
ksi
ht auf die Parameters
h�atzungUnd Vermeidung von over�ttingWie an Glei
hung (26) zu erkennen ist m�ussen wir, zur Bestimmung einer Netzstruktur unter Verwendungdieser Glei
hung, die Parameter � selbst ni
ht bestimmen. Es ist jedo
h wi
htig festzuhalten, da� die bislangals Normierungskonstanten bezei
hneten Teile der Diri
hlet-Verteilung, aus denen Glei
hung (26) zusammen-gesetzt ist zwar die Parameter � ni
ht enthalten jedo
h von deren Struktur, gegeben dur
h die NetzstrukturSh und damit au
h ni
ht zuletzt von deren Anzahl abh�angen (je mehr Parameter zu s
h�atzen sind destokleiner werden die Beoba
htungsanzahlen sowohl im imagin�aren Datensatz DV orwissen als au
h im wirkli-
hen Datensatz D, auf die si
h die S
h�atzung gr�undet). Im Gegensatz zur Parameters
h�atzung geht hier alsotats�a
hli
h in starkem Ma�e der Beoba
htungsumfang in die Bere
hnung ein. Es wird damit gew�ahrleistet,da� jeder Parameter, der na
h der Bestimmung der Netzstruktur zu bestimmen w�are, au
h dur
h einen ausrei-
henden Beoba
htungsumfang fundiert werden kann. Dieser Umstand ist besonders im Sinne der Vermeidungvon Overfitting - also der �Ubers
h�atzung des zugrundeliegenden Wissens - hervorzuheben.Abh�angigkeiten sind letzten Endes Unglei
hgewi
hte der �ijk und der Nijk gegen�uber den Werten, die Unab-h�angigkeit bedeuten w�urden: �ijri bzw. Nijri . In dem Ma�e, wie einzelne �ijk und Nijk unter diesem Ri
htwertliegen, �ubers
hreiten ihn die restli
hen Werte. Da aber �(x) mit steigendem x immer s
hneller w�a
hst, wirdder Wert von �(�ij)Qk �(�ijk) f�ur eine gegebene Elternzustandskon�guration j je st�arker die Abh�angigkeit von Xiund seinen Elternknoten Pai ist immer kleiner werden. No
h st�arker aber wird der Wert von Qk �(�ijk+Nijk)�(�ij+Nij)dank der dur
h den Datensatz vergr�o�erten einzelnen Parameter der �-Funktion wa
hsen, sofern si
h dieUnglei
hgewi
hte der �ijk und Nijk gegenseitig no
h verst�arken und ni
ht etwa aufheben.D.h.: j(�ijk +Nijk)� �ij+Nijri j � j(�ijk � �ijri ) + (Nijk � Nijri )j 8j; kDamit wird der Gesamtwert umso gr�o�er je st�arker die Abh�angigkeit von Xi und seinen Elternknoten Pai ist.Halten wir dagegen Vorwissen (�) und Datensatz (N) und damit die Grundlage zur Bestimmung der Abh�angig-keiten als gegeben fest, so wa
hsen mit der Vergr�o�erung von Pai, also der Hinzunahme weiterer Elternknotenzum Knoten Xi die Anzahl der �ijk und der Nijk jeweils um den Faktor re (Anzahl der Auspr�agungen von Xe)f�ur einen weiteren Elternknoten Xe. Damit s
hrumpfen zwangsl�au�g die einzelnen Werte der �ijk und Nijk ,da die Gesamtsumme jeweils glei
h bleibt (Pj;k �ijk = UserSampleSize, Pj;kNijk = Beoba
htungsumfangvon D). Damit kann aber u.U. trotz aus den Daten (s
heinbar) ableitbarer Abh�angigkeit von Xi zum neuenElternknoten die Bewertung f�ur das Netz ohne die entspre
hende Kante h�oher liegen als f�ur das Netz mitdieser zus�atzli
hen Kante. Das ist eben dann der Fall, wenn die einzelnen Werte und damit au
h die einzelnenUnglei
hgewi
hte zu gering werden, als da� sie dur
h das Wa
hstum gegen�uber der Unabh�angikeitsannahmedie Verkleinerung der Einzelwerte (dur
h die Vergr�o�erung der Tafeln) ausglei
hen k�onnten. Umfangrei
heBere
hnungen zu diesem Sa
hverhalt werden no
h in Abs
hnitt 8.2 und Kapitel 10, insbesondere im Abs
hnitt10.4 dur
hgef�uhrt.6.9 Gewinnung der �- (Vorwissen-) TafelnVon besonderem Interesse ist wie die �ijk-(Vorwissen)-Tafeln zu erhalten sind. W�ahrend dieNijk-(Kontingenz)-Tafeln \einfa
h"23 mittels Dur
hz�ahlen der Beoba
htungen, die zu jeder Nijk-Zelle geh�oren, erhalten werden,m�ussen das Vorwissen bzw. die Hyperparameter der Diri
hlet-Verteilung aus den bedingten Wahrs
heinli
h-keiten die z.B. von einem Experten korrespondierend zu einer ebenfalls von ihm vorgegebenen Netzstrukturformuliert worden sind und dem bereits eingef�uhrten UserSampleSize-Wert gewonnen werden.Es sei mit pV orw allgemein das Vorwissen �uber Wahrs
heinli
h-keitsverteilungen bezei
hnetSind zu einer Netzstruktur Sh die gemeinsamenWahrs
heinli
hkeitstafeln f�ur jeden Knoten und seine Elternaufgestellt, die das Vorwissen �uber die Verteilung wiederspiegeln und gibt man dazu einen UserSampleSize-Wert vor, der einen Gewi
htungsparameter dieses Vorwissen darstellt, so lie�en si
h die �ijk (f�ur die initialeNetzstruktur Sh) mithilfe der Te
hnik der equivalent sample size ([He
kerman (Mar
h 1995)℄, siehe au
h Ab-s
hnitt 5.4) no
h einfa
h bere
hnen dur
h:�ijk = UserSampleSize � pV orw(Xi = k; Pai = jjSh) (27)Das Vorwissen, da� dur
h ein bestehendes Netz gegeben ist, liegt jedo
h i.d.R. in bedingten Wahrs
hein-li
hkeitstafeln der Form pV orw(Xki jPaji ; Sh) vor, wobei wir zun�a
hst davon ausgehen, da� die zu testenden23wenn au
h bei gro�en Datens�atzen re
henintensiv 33



Netzhypothese Sh die bereits bestehende Netzstruktur ist, zu der die bedingten Wahrs
heinli
hkeitstafeln auf-gestellt wurden. Aus den bedingten Wahrs
heinli
hkeitstafeln der einzelnen Knoten gegeben ihre Eltern lie�esi
h eine vollst�andige Wahrs
heinli
hkeitstafel aller Knoten gewinnen indem alle bedingten Wahrs
heinli
h-keitstafeln miteinander multipliziert w�urden:pV orw(XjSh) =Yi pV orw(XijPai; Sh) (28)Die Tafel pV orw(XjSh) kann damit, obwohl i.d.R. unglei
h gr�o�er als alle bedingten Wahrs
hein-li
hkeitstafeln zusammen, nat�urli
h nur (exakt) soviel Information �uber (Un-) Abh�angigkeitenenthalten wie dur
h Sh und die bedingten Tafeln pV orw(XijPai; Sh) gegeben war.Damit sind die gesu
hten gemeinsamen Wahrs
heinli
hkeitstafeln pV orw(Xi;PaijSh) zu bere
hnen dur
h:pV orw(Xi;PaijSh) = XXn fXi;Paig pV orw(XjSh) (29)also jede vollst�andige Wahrs
heinli
hkeitstafel marginalisiert �uber alle Merkmale au�er dem jeweiligen KnotenXi selbst und dessen Eltern Pai.Dieser Ansatz ist obwohl in der Theorie einfa
h im allgemeinen unbere
henbar aufwendig, da p(XjSh) miteinigen Knoten s
hnell sehr gro� wird. Wir wollen diesen Weg aber als Referenz f�ur unseren weiteren �Uberle-gungen im Hinterkopf behalten.Die korrekten gemeinsamen Wahrs
heinli
hkeitstafeln f�ur eine Knotemnege, wie hier f�ur einen Knoten undseine Eltern kann wie in Kapitel 3 bes
hrieben �uber den Jun
tion-Tree-Algorithmus bere
hnet werden (f�urKnoten + Elternknoten gab es jeweils mindestens eine Home-Clique, es k�onnen aber au
h die Tafeln zu anderenKnotenmengen aus dem Jun
tion-Tree abgeleitet werden).Jedo
h ist au
h dieses Verfahren relativ aufwendig, wenn si
h die Netzstruktur st�andig �andert und deshalbjedesmal ein neuer Jun
tion-Tree aufgestellt werden m�usste.Um weniger aufwendig die gemeinsamen Wahrs
heinli
hkeitstafeln f�ur jeden Knoten und seine Eltern zu er-halten verna
hl�assigen wir Abh�angigkeiten, wie sie dur
h Zyklen entstehen. Na
htr�agli
he Versu
he mit �uberJun
tion-Trees gewonnene \perfekte" Tafeln haben gezeigt, da� si
h praktis
h keine Unters
hiede ergaben unddieser Ansatz daher gere
htfertigt ist.F�ur diesen Ansatz werden die gemeinsamen Wahrs
heinli
hkeitstafeln der Eltern und deren Eltern ben�otigt.Das Problem wird also auf die Elterntafeln verlagert, es ergibt si
h eine rekursive Bere
hnungsstruktur.An dem Punkt, an dem die Tafel zu einem beliebigen Knoten Xi bere
hnet wird ergibt si
h jedo
h eineents
heidende Vereinfa
hung:pV orw(Xi;PaijSh) = pV orw(XijPai; Sh) Ypa2Pai0� XXnfXi;Paig pV orw(pa;PapajSh)Ppa p(pa;PapajSh)1A= pV orw(XijPai; Sh) Ypa2Pai0� XXnfXi;Paig pV orw(pa;PapajSh)p(PapajSh) 1A= pV orw(XijPai; Sh) Ypa2Pai �p(pajPapa \Pai; Sh)� (30)Papa sind die Elternknoten eines Elternknotens pa von Xi aus Pai( Spa2Pai = Menge der Gro�eltern von Xi )Papa \Pai sind nur die Knoten aus Papa, die au
h in Pai sindDie Vereinfa
hung - im Sinne einer eÆzienten Bere
hnung dur
h Kleinhaltung der Tafeln - liegt in der Vorab-Marginalisierung der Elterntafeln �uber Ni
ht-Elternmerkmale. Nur Elternmerkmale sind in der Tafel zu Xidargestellt. Damit kann aber �uber sonstige Merkmale, die nur in den Elterntafeln auftreten, vorab marginali-siert werden.Es gilt f�ur zwei mehrdimensionale Tafeln P und Q allgemein:Q �Xv P = Xv (P �Q) (31)34
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Abbildung 10: Darstellung zu Glei
hung (31)Damit ist die Reihenfolge der Marginalisierung in einem sol
hen Fall irrelevant.wenn rQv = 1 d.h. Dimension v ist ni
ht in Q repr�asentiertWie an Glei
hung (30) zu erkennen ist erstellen wir f�ur die Bere
hnung jedes Knotens Xi ein Bayes's
hesTeil-Netz bestehend aus dem Sub-Graphen zu Xi und den Elternknoten Pai sowie den zugeh�origen beding-ten Wahrs
heinli
hkeitstafeln zu diesem Sub-Graphen. Dur
h Ausmultiplizieren dieser Tafeln erh�alt man diegesu
hte gemeinsame Wahrs
heinli
hkeitstafel f�ur Xi und Pai. Ben�otigt werden aber die gemeinsamen Wahr-s
heinli
hkeitstafeln f�ur jeden pa 2 Pai und dessen Eltern Papa.Ein DAG enth�alt jedo
h mindestens einen Knoten ohne Eltern (wie au
h mind. einen ohne Kin-der), so da� f�ur diese(n) Knoten direkt die gesu
hte Wahrs
heinli
hkeitstafel p(Xi;PaijSh) mitPai = ; - also der a-priori-Wahrs
heinli
hkeit - p(XijSh) gegeben ist.Von sol
hen Knoten ausgehend k�onnen zun�a
hst die Tafeln von deren Kindern bere
hnet werden, dana
hdie Tafeln der Kindeskinder (\Enkel") usw., bis alle Knotentafeln ermittelt wurden. Man bedenke in diesemZusammenhang au
h:Unverbundene Teil-DAG's innerhalb eines DAG's bilden wieder ein DAG - wie jeder Sub-Grapheines DAG's wieder ein DAG ist - in diesem Fall aber bei Trennung der Teil-Graphen die be-dingten Wahrs
heinli
hkeitstafeln identis
h denen des Gesamt-DAG's sind und somit die Bere
h-nungss
hritte auf sol
he Teil-DAG's getrennt angewendet werden k�onnen, ohne Ver�anderungender bedingten Wahrs
heinli
hkeitstafeln erkl�aren zu m�ussen.7 Netzstruktursu
he7.1 S
hrittweise Verbesserung der Netzstruktur ( \Greedy-Sear
h" )Na
hdem wir in der Lage sind ein vorgegebenes Netz zu bewerten, m�ussen wir nun ein Verfahren entwi
kelnein sol
hes Netz mit ver�anderten Strukturen zu verglei
hen, um eine verbesserte Struktur zu �nden.
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Abbildung 11: Bere
hnungsstruktur mit Bsp.-Werten 1) bedingte Wahrs
heinli
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Abbildung 12: Netzstruktursu
he mit Greedy-Sear
hWir bezei
hnen mit Shorig das urspr�ungli
h gegebene NetzShneu eine zu testende abwei
hendeStrukturShakt eine zuvor als Shneu getesteteund da verbessert angepa�teNetzstruktur, von der ausgehendweitere Ver�anderungen getestetwerden (initial ist Shakt := Shorig)N 0ijk (N 0ij) die aus D abgeleitetenKontingenztafeln zu Shneu�0ijk (�0ij) die aus dem Vorwissen zu Shorigabgeleiteten �-Tafeln zu ShneupV orw allgemein das Vorwissen �uberWahrs
heinli
hkeitenporig, pneu, pakt das zu speziellen Netzstrukturen(Shorig , Shneu, Shakt) aus pV orwabgeleitete VorwissenDas Verfahren, das wir entwi
keln werden besteht nun darin ein gegebenes Netz sukzessive dur
h Ver�anderun-gen (Hinzuf�ugen bzw. L�os
hen) einzelner Kanten zu verbessern, bis (auf diese Weise) keine weitere Verbesse-rung mehr errei
ht werden kann. Ein sol
hes Su
hverfahren hei�tGreedy-Sear
h [He
kerman (Mar
h 1995)℄.Eine einzelne Kanten�anderungen hat, wie lei
ht zu erkennen ist, nur Ein
u� auf die Elternmenge eines ein-zelnen Knotens Xi. Beim Hinzuf�ugen einer Kante wird die Eltermenge eines Knotens um einen Elterknotenerweitert, beim L�os
hen entspre
hend vermindert.7.2 EÆziente Bere
hnungIm Sinne einer eÆzienten Bere
hnung besonders hervorzuheben ist, da� die Bere
hnungsformel f�ur p(DjSh)(Glei
hung (26)) separabel, dh. f�ur jeden Knoten Xi getrennt bere
henbar ist.37



Der Wert f�ur einen Knoten bei einer gegen�uber der vorhergehenden Netzstruktur Shakt ge�andertenNetzhypothese Shneu mu� nur neu bere
hnet werden, wenn es in der Elternmenge dieses KnotensVer�anderungen gegeben hat.F�ur den Fall, da� si
h in einer neuen Netzstruktur Shneu nur Ver�anderungen in der Elternmenge Pad eineseinzelnen Knotens Xd ergeben haben, kann die Bewertung f�ur Shneu bere
hnet werden dur
h:p(DjShneu) = p(DjShakt) Qj � �(�0dj)�(�0dj+N 0dj) Qk �(�0djk+N 0djk)�(�0djk) �Qj � �(�dj)�(�dj+Ndj) Qk �(�djk+Ndjk)�(�djk) � (32)p(DjShakt) ist das Produkt der Bewertungen der einzelnen Knoten Xi,das gegeben ist dur
h: QiQj � �(�ij)�(�ij+Nij) Qk �(�ijk+Nijk)�(�ijk) �Qj � �(�dj)�(�dj+Ndj)Qk �(�djk+Ndjk)�(�djk) � ist die \alte" Bewertung zum Knoten Xd in ShaktQj � �(�0dj)�(�0dj+N 0dj)Qk �(�0djk+N 0djk)�(�0djk) � ist die ge�anderte Bewertung zum Knoten Xd in ShneuDenn es gilt allgemein: y0p�Qnp=1 ypyq = Qq�1p=1 yp � y0q �Qnp=q+1 yp, wobei hier yp f�ur die Bewertung des KnotensXp steht und y0q f�ur die neue von yp abwei
hende Bewertung des Knotens Xq steht (mit p; q 2 f1; :::; ngund n = Anzahl der Knoten). Da die Gesamtbewertung der alten Netzstruktur mit p(DjShakt) = Qnp=1 yp,sowie der alte Einzelwert des Knotens Xq mit yp bereits vorliegen, reduziert si
h die Bewertung der neuenNetzstruktur auf die Neubewertung des Knotens Xq dur
h den Wert y0q und eine einfa
he Multiplikation undDivision: p(DjShakt) � y0q=yq. Damit ist diese Bere
hnung wesentli
h eÆzienter als eine gesamte Neubere
hnungentspre
hend Glei
hung (26).7.3 Ver�anderte Kontingenz- und Vorwissen-TafelnEs soll weiterhin au
h zur Bewertung ver�anderter Netzstrukturen die Formel aus Glei
hung (26) verwendetwerden. Das verlangt aber die Gewinnung ver�anderter Kontingenz und �-Tafeln.Die neuen Kontingenztafeln (N 0i ) sind vom Verfahren her einfa
h (aber u.U. re
henintensiv) erneut aus denDaten abzuleiten.Von gr�o�erer Problematik ist wiederum das Finden der Vorwissen-Tafeln (�-Tafeln). So wie die neuen Kontin-genztafeln entspre
hend Sneu aus dem Datensatz D abgeleitet werden, so m�ussen die �0-Tafeln nun ihrerseitsdas Vorwissen �uber die neue Netzstruktur Shneu wiedergeben, obwohl die gegebenen bedingten Wahrs
hein-li
hkeitstafeln zu einem abwei
henden Netz Shorig bzw. Shakt geh�oren. Die �0-Tafeln m�ussen also entspre
hendangepa�t werden. Dabei geht es mehr um eine te
hnis
he Frage; wie an Glei
hung (26) zu erkennen ist, m�ussenau
h die � (�0)-Tafeln in ihrer Gr�o�e und Dimensionalit�at zu den Kontingenztafeln und beide zur Netzstrukturpassen. Zus�atzli
he Information - wie das bei den Kontingenztafeln dur
haus m�ogli
h und gew�uns
ht ist - darfdabei in die �0-Tafeln ni
ht ein
ie�en, da es nur um eine andere Darstellung des selben Vorwissens geht.Bezogen auf die gemeinsame Vorwissen-Wahrs
heinli
hkeitstafel (pV orw(XjShorig)) soll nur eine andere margi-nale Wahrs
heinli
hkeitstafel f�ur den jeweils in seiner Elternmenge ver�anderten Knoten erzeugt werden, umdann dur
h Multiplikation mit der UserSampleSize die �0i-Tafel zu erhalten.pneu(Xi;Paneui jShneu) = XXnXi;Paneui p(XjShorig) (33)�0i = UserSampleSize � pneu(Xi;Paneui jShneu) (34)Paneui ist die in Shneu ver�anderte Elternmenge von XiAllerdings mu� au
h hier wieder der Aufwand, daf�ur tats�a
hli
h die evtl. sehr gro�e gemeinsame Wahrs
hein-li
hkeitstafel aufzustellen, vermieden werden.Die Angaben porig, pneu, pakt bezei
hnen also immer dasselbe Vorwissen; da wir mit diesen Bezei
hnungenaber insbesondere au
h die Form der mehrdimensionalen Tafeln meinen, in denen dieses Wissen repr�asentiertist, unters
heiden wir dur
h die vers
hiedenen Angaben die Gr�o�e und Form dieser Tafeln entspre
hend denunters
hiedli
hen Netzstrukturen. 38
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hnungsbeispielf�ur das L�os
hen einer Kante B ! C1) Gemeinsame Wahrs
heinli
hkeitstafeln von Xi und Pai zu Shakt (Vorwissen)2) Wsk.-Tafeln �uber ni
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7.3.1 Entfernen einer KanteBetra
hten wir zun�a
hst den Fall, da� gegen�uber der urspr�ungli
hen Annahme die Knoten Padeli aus Paientfernt wurden. Die neue Wahrs
heinli
hkeitstafel, zur Bere
hnung von �ijk erh�alt man dur
h:pneu(Xi;Paneui jShneu) = XPadeli pakt(Xi;Paakti jShakt) 24 = XXnfXi;Paneui g p(XjSh) 35 (35)Paakti ist die Elternmenge von Xi in ShaktPadeli ist die Menge der aus Paakti entferntenKnoten (Padeli = Paakti nPaneui )dh. es wird die urspr�ungli
he Tafel �uber die Merkmale marginalisiert, die ni
ht l�anger Elternknoten von Xisind. Unter der Annahme, da� bereits die alte Wahrs
heinli
hkeitstafel pakt(Xi;Paakti jShakt) so erzeugtwurde, da� sie der gesu
hten marginalen Tafel von pV orw(XjSh) entspra
h (!), ist mit dem be-s
hriebenen Verfahren in nat�urli
her Weise gew�ahrleistet, da� au
h die neue Tafel der gesu
htenmarginalen Tafel von pV orw(XjSh) entspri
ht.7.3.2 Hinzuf�ugen einer KanteNeben dem Entfernen von Elternknoten zu einem Merkmal Xi k�onnen au
h neue Elternknoten Paaddi zuPaakti hinzukommen.Na
hdem wir in Abs
hnitt 6.8 die gemeinsamen Wahrs
heinli
hkeitstafeln f�ur jeden Knoten mit seinen Elternerzeugt haben, benutzen wir hier diese Tafeln und ein ganz �ahnli
hes Verfahren, um die Tafeln an die dur
heingef�ugte Kanten ver�anderte Netzstruktur anzupassen.Da die Tafeln nun aber alle (hier au
h f�ur Xi) in der Form gemeinsamer Wahrs
heinli
hkeitstafeln vorliegen,m�ussen aus diesen wieder bedingte Wahrs
heinli
hkeitstafeln erzeugt werden, wobei �uber die Ni
ht-Eltern vonXi vorher marginalisiert werden kann.Zu bea
hten ist dabei da� die Tafel zu Xi selbst Merkmale enthalten kann die ni
ht (mehr) Eltern von Xisind, weil sie zuvor gel�os
ht wurden (siehe Abs
hnitt 7.3.1). Denno
h werden immer wieder die Tafeln zu Shorigherangezogen, da evtl. au
h aus Shorig entfernte Kanten im Laufe der Bere
hnungen wieder eingef�ugt werdenk�onnen, in diesem Fall aber das urspr�ungli
h vorhandene Vorwissen zu dieser Kante verloren ginge, wenn anShakt angepa�te (entspre
hend marginalisierte) Tafeln verwendet w�urden.Die Bere
hnungsformel k�onnte im Prinzip genauso f�ur die Bere
hnung der neuen Tafel eines Knotens beiaus der Elternmenge entfernten Knoten genutzt werden, da dieses Verfahren aber o�ensi
htli
h wesentli
haufwendiger ist als das unter Abs
hnitt 7.3.1 bes
hriebene Verfahren bleiben wir beim Entfernen von Kantenbei der zuerst bes
hriebenen Methode.Zus�atzli
h ist bei dem Hinzuf�ugen von Kanten in einen DAG zu bea
hten, da� die neue Struktur weiterhin derDe�nition eines DAG's gen�ugt, also insbesondere keine Zyklen enth�ahlt, die die M�ogli
hkeit er�o�nen w�urdensi
h unter Bea
htung der Kantenri
htungen im Kreis zu bewegen.Das Vorwissen zum Knoten Xi mit den neuen Elternknoten Paaddi ist dann gegeben dur
h:pneu(Xi;Paneui jShneu)= XXnfXi;Paneui g pneu(Xi;Paaddi [Paorigi jShneu)= porig(XijPaneui \Paorigi ; Shneu) Ypa2Paneui porig(pajPaneupa \Paorigpa \Paneui ; Shneu) (36)=  PXnfXi;Paneui g porig(Xi;Paorigi jShneu)PXnfPaneui g porig(Xi;Paorigi jShneu) ! Ypa2Paneui  PXnfXi;Paneui g porig(pa;Paorigpa jShneu)PXnfXi;Paakti g porig(pa;Paorigpa jShneu)!40
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Abbildung 14: Re
henbeispiel f�ur das Hinzuf�ugen einer Kante A ! C (Die Kante B ! C war inShorig gegeben wurde aber s
hon vorher entfernt)1) Gemeinsame Wahrs
heinli
hkeitstafeln von Xi und Pai zu Shakt (Vorwissen)2) Wsk.-Tafeln �uber ni
ht PaC marginalisiert und in bed. Wsk.-Tafeln �uberf�uhrt (p(Xi;PaijSh))3) Ausmultilpizieren der bedingten Wsk.-Tafeln zu C und PaC = fAg4) �ijk (\Vorwissen-Kontingenztafeln") entspre
hend UserSampleSize = 10005) Netzstruktur und Dimensionsaufteilung von A, B und CDur
h Ausmultiplizieren der bedingten Wahrs
heinli
hkeitstafeln zum Sub-Graphen desurspr�ungli
h vorgegebenen Netzes Shorig mit den Knoten Xi und seinen Eltern imaktuell zu testenden Netz Shneu entsteht - wie beim Gesamt-Netz - die gemeinsame(Vorwissen-) Wahrs
heinli
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Abbildung 15:=  porig(Xi;Paneui \Paorigi ; Shneu)porig(Paneui \Paorigi ; Shneu) ! Ypa2Paneui  porig(pa;Paneupa \Paorigpa \Paneui ; Shneu)porig(Paneupa \Paorigpa \Paneui ; Shneu) !
= 24 XXnfXi;Paneui g pV orw(XjSh) 35Paorigi ist die Menge der urspr�ungli
hen Eltern von Xi in ShorigPaneui ist die Menge der Eltern von Xi im zu bewertenden Netz ShneuPaakti ist die Menge der Eltern von Xi im vorherigen Netz ShaktPaaddi ist die Menge der zu Paakti hinzugekommenen KnotenPaaddi = Paneui nPaakti ; Paneui = Paakti [PaaddiPaorigpa sind die Elternknoten eines Elternknotens pa von Xi aus Paiin Shorig; Spa2Paorigi = Menge der Gro�eltern von XiPaaddi [Paorigi sind die in Shneu gegen�uber Shorig hinzugekommenen Kanten(diese Menge kann na
h mehreren Ver�anderungss
hritten u.U.glei
h Paorigi sein)Paneui \Paorigi sind nur die gegen�uber Shorig hinzugekommenen Kanten(diese Menge kann u.U. leer sein z.B. wenn Paorigi = ; oderwenn alle Eltern von Xi in Shorig aus Shneu entfernt wurden)Paneupa \Paorigpa \Paneui sind die Eltern von pa 2 Pai in Shneu, die au
h in Shorig s
honEltern von pa 2 Pai waren und glei
hzeitig Eltern von Xi inShneu sind (au
h diese Menge kann leer sein)del / rev (in Abbildung 15) zuvor gel�os
hte / umgedrehte Kante (siehe au
h 7.3.1 / 7.4.1)7.3.3 Vereinfa
htes Hinzuf�ugen einer KanteDas zuvor bes
hriebene Verfahren ist o�ensi
htli
h re
ht aufwendig.Wenn eine Kante Paaddi ! Xi eingef�ugt wird, die ni
ht bereits in Shorig enthalten war, �uberdie also kein Vorwissen vorliegt und wenn diese Kante in Shorig keine Verbindung zu anderenaktuellen Elternknoten (Paakti ) hat, also au
h kein Vorwissen �uber Kanten zu anderen Elterngibt, kann die neue Tafel pneu(Xi;Paneui jShneu) dur
h Multiplikation der alten Tafel zu Shakt mitder a-priori-Wahrs
heinli
hkeitstafel von Paaddi gewonnen werden.Damit ist die Bere
hnung f�ur diesen Fall wie folgt m�ogli
h:pneu(Xi;Paneui jShneu) = pneu(Xi;Paakti [ Paaddi jShneu)= pakt(Xi;Paakti jShakt) � pV orw(Paaddi jSh) (37)= 24 XXnfXi;Paneui g pV orw(XjSh) 3542



Paaddi ist der neue Elternknoten von Xi in ShneupV orw(Paaddi jSh) ist die a-priori-Wahrs
heinli
hkeitstafel zu Paaddisie kann vorab zu jedem Knoten Xi erhalten werden dur
h:pV orw(XijSh) =PXnXi porig(Xi;Paorigi jShorig)Dieser Fall ist z.B. au
h auf das in Abbildung 14 dargestellte Beispiel anwendbar.7.4 Fortf�uhrung des Verfahrens �uber mehrere Ver�anderungss
hritteIn der Bes
hriebenen Art und Weise lassen si
h alle Kanten�anderungen, die im L�os
hen bzw. Hinzuf�ugeneinzelner Kanten mit demselben Zielknoten Xi bestehen, einzeln bere
hnen. F�ur unser angestrebtes Verfahrenwird es si
h in einem Bere
hnungss
hritt immer nur um das L�os
hen bzw. Hinzuf�ugen einer einzelnen Kantedrehen, so da� Paaddi bzw. Padeli immer nur einen Knoten umfassen.Ausgehend von der Grundbere
hnung von p(DjShorig) k�onnen wir somit s
hrittweise einzelne Kanten�anderung-en vornehmen, bewerten und das Netz entspre
hend der besten gefundenen Kanten�anderung verbessern, bisdas Netz dur
h keine weitere Ver�anderung einer einzelnen Kante mehr zu verbessern ist. Dieses Verfahrenbirgt no
h ein paar Probleme, denen wir teilweise begegnen k�onnen.Def.: Haben wir uns entspre
hend der Bewertungen aller dur
h eine Kanten�anderung aus Shakt(im ersten S
hritt aus Shorig) erzeugbaren Netze f�ur ein (das beste) Netz Shneu ents
hieden, sosetzen wir f�ur die weiteren Iterationss
hritte:Shakt := ShneuNijk := N 0ijk�ijk := �0ijk7.4.1 Umdrehen von KantenEin Problem ist die �Anderung der Ri
htung einer Kante. Zwar gilt:Def.: Die �Anderung der Ri
htung einer Kante ist als zusammengesetzte Operation aus L�os
hender Kante und Einf�ugen in der umgekehrten Ri
htung erkl�arbar.Es ist aber ni
ht nur m�ogli
h, sondern au
h notwendig beide Teil-Operationen gemeinsam, in einem S
hrittvorzunehmen und zu bewerten. Diese M�ogli
hkeit ist insofern von Bedeutung, da Greedy dur
h seine in Einzel-s
hritten erfolgende Verbesserung der Netzstruktur kaum die \H�urde" nehmen w�urde eine an si
h (ungea
htetder Ri
htung) vern�unftige Kante zu l�os
hen, um sie im darau�olgenden S
hritt in der umgekehrten Ri
h-tung wieder einzuf�ugen. Die glei
hzeitige Bewertung der beiden Operationen L�os
hen und Einf�ugen, die einemUmkehren einer Kante glei
hkommen, ist aber problemlos zu bewerkstelligen, da si
h jede der beiden Teil�ande-rungen auf die Elternmenge eines anderen Knotens auswirkt. Beide Operationen werden also, wenn von Shaktausgehend alle m�ogli
hen �Anderungss
hritte bewertet werden, ohnehin s
hon bere
hnet und m�ussen neben dergetrennten Betra
htung nur au
h zusammen gesehen werden.Die Bere
hnungsvors
hrift f�ur eine eÆziente Bere
hnung unter Ausnutzung der separablen Bewertungsformelaus Glei
hung (32) mu� in dem Fall, da� die Kante zwis
hen Xd und Xp umgedreht wurde wie folgt erweitertwerden:p(DjShneu) = p(DjShakt) �Qj � �(�0dj)�(�0dj+N 0dj) �Qk �(�0djk+N 0djk)�(�0djk) � �Qj � �(�0pj)�(�0pj+N 0dj) �Qk �(�0pjk+N 0pjk)�(�0pjk) �Qj � �(�dj)�(�dj+Ndj) �Qk �(�djk+Ndjk)�(�djk) � �Qj � �(�pj)�(�pj+Npj) �Qk �(�pjk+Npjk)�(�pjk) � (38)p(DjShakt) ist wieder das Produkt der Bewertungen der einzelnen Knoten,das gegeben ist dur
h: QiQj � �(�ij)�(�ij+Nij) Qk �(�ijk+Nijk)�(�ijk) �Qj � �(�dj)�(�dj+Ndj) Qk �(�djk+Ndjk)�(�djk) � ist die \alte" Bewertung zum Knoten Xd in ShaktQj � �(�pj)�(�pj+Npj) Qk �(�pjk+Npjk)�(�pjk) � ist die \alte" Bewertung zum Knoten Xp in ShaktQj � �(�0dj)�(�0dj+N 0dj) Qk �(�0djk+N 0djk)�(�0djk) � ist die ge�anderte Bewertung zum Knoten Xd in ShneuQj � �(�0pj)�(�0pj+N 0pj) Qk �(�0pjk+N 0pjk)�(�0pjk) � ist die ge�anderte Bewertung zum Knoten Xp in Shneu43



7.4.2 Lokale MaximierungAu
h wenn - womit wir zum zweiten Problem des Greedy-Sear
h-Algorithmus kommen - bei der Ri
htungs-�anderung einzelner Kanten das Problem der lokalen Maximierung bei Greedy no
h umgangen werden kann,so ist es insgesamt f�ur die Struktursu
he do
h eine ents
heidende S
hw�a
he. Da n�amli
h jeweils nur lokalmaximiert, also nur einen S
hritt weit vorausgebli
kt und so mit dem Errei
hen lokaler Maxima die Su
heabgebro
hen wird, kann das globale Maximum (also das beste Netz) verfehlt werden. Andererseits w�are es aberunm�ogli
h alle denkbaren Netzstrukturen zu bewerten [Chi
kering et al. (1995)℄, so da� Greedy eine sinnvolleHeuristik darstellt. Zudem sind wir bisher von Vorwissen ausgegangen, das sofern sinnvoll gew�ahlt einen gutenAusgangspunkt f�ur die Su
he darstellt, was das Problem des Verfehlens des globalen Maximums reduziert.In einfa
her Weise zu ber�u
ksi
htigen ist zu dem exakten Vorwissen �uber Struktur und bedingte Wahrs
hein-li
hkeiten, sol
hes Vorwissen das in der Form gegeben wird, da� bestimmte ni
ht im Vorwissen enthalteneKanten ni
ht oder nur in einer bestimmten Ri
htung gesetzt werden d�urfen, oder bestehende Kanten ni
htgel�os
ht oder gel�os
ht aber ni
ht umgedreht werden d�urfen. Auf diese Weise wird der Su
hraum von vornhereineinges
hr�ankt, was sowohl der Su
hges
hwindigkeit als au
h dem - auf das globale Maximum abzielenden -Su
hweg zugute kommt. Desweiteren sollte ein gelerntes Netz no
h von einem Experten (Supervisor) begut-a
htet werden, um in einem weiteren Su
hlauf evtl. weitere Eins
hr�ankungen vorzugeben, um so zu einemm�ogli
hst guten Netz zu gelangen. Ein sol
hes Verfahren hei�t �Uberwa
htes Lernen bzw. SupervisedLearning. Es existieren au
h Ans�atze f�ur Unsupervised Learning; siehe dazu z.B. [He
kerman (Mar
h 1995)℄.Dabei wird insbesondere versu
ht dur
h die automatis
he Einf�uhrung unbeoba
hteter / unbeoba
htbarer Va-riablen als Eltern von Knoten einer Teilknotenmenge die paarweisen Abh�angigkeiten unter allen Merkmalenin einer sol
hen Teilknotenmenge zu erkl�aren und damit aufzubre
hen. Weiterhin sollte dabei gr�o�erer Wertdarauf gelegt werden kausale Abhh�angigkeiten zu identi�zieren.8 Umgang mit fehlendem VorwissenWir haben nun ein Verfahren entwi
kelt, um eine Netzstruktur, zu bewerten und mit s
hrittweise um eineKante ver�anderten Netzen zu verglei
hen. Wir haben uns dabei neben den Daten au
h immer auf Vorwissengest�utzt. Das Vorwissen betraf haupts�a
hli
h zwei Ebenen:Erstens gingen wir von Vorwissen betre�end die Netzstruktur aus. Diese Art des Vorwissens als Ausgangspunktf�ur den Greedy-Sear
h-Algorithmus soll weiterhin gegeben werden (k�onnen) unabh�angig von der Zweiten Vor-wissenart: den eigentli
hen bedingten Wahrs
heinli
hkeiten zum initialen Netz.Um die Aquirierung dieses Vorwissens wollen wir jetzt umhinkommen und auss
hlie�li
h von den Daten aus-gehen.8.1 Fehlendes Vorwissen �uber die NetzstrukturBesteht s
hon weitgehende Unklarheit �uber die Struktur des Netzes kann ein g�anzli
h kantenloses Netz vorgeg-ben werden. Dieser Ansatz erh�oht aber die Gefahr, da� der Su
halgorithmus bei lokalen Maxima ste
kenbleibt,die u.U. relativ \weit" von der bestm�ogli
hen Struktur entfernt sein k�onnen.8.2 Vorwissen dur
h \Bayes's
hes Unwissen" ersetzenEine M�ogli
hkeit besteht darin eine Annahme �uber die Struktur vorzugeben und die Wahrs
heinli
hkeitstafelnzum Vorwissen mit \Unwissen", also im Bayes's
hen Sinne gem�a� der Annahme der Glei
hwahrs
heinli
hkeitaller Auspr�agungen jedes Merkmals und der Annahme der totalen Unabh�angigkeit (siehe Abs
hnitt 1.5) allerMerkmale zu f�ullen, diesem \Vorwissen" aber nur geringes Gewi
ht beizumessen, also die UserSampleSizeklein zu w�ahlen. Dieses Vorgehen ist aber problematis
h und wirft einige Fragen auf.8.2.1 Wahl der UserSampleSizeWie klein beispielsweise mu� die UserSampleSize gew�ahlt werden? W�ahlt man im Extremfall einen (zu)gro�en Wert, so f�uhrt dies dazu, da� ein Netz mit zu vielen Kanten erstellt wird. Ein hoher Wert f�ur denBenutzer-Beoba
htungsumfang bedeutet ja ni
ht, da� das vorgegebene (kantenlose) Netz bereits mit hoherWahrs
heinli
hkeit wahr ist und si
h in Kombination mit den Daten daher wenig ver�andern d�urfte, sondern esergibt si
h ein gr�o�erer Gesamtbeoba
htungsumfang (Benutzer und Daten), der dazu f�uhrt, da� au
h die dur
hdie glei
hverteilte Vorwissen-Vorgabe relativierten Unglei
hgewi
hte im Datensatz wi
htig genug genommenwerden, um aus ihnen Abh�angigkeiten, also Kanten im Netz abzuleiten.44



Wird dagegen ein extrem kleiner Wert gew�ahlt, so zeigt si
h, da� nur relativ wenige Kanten in ein leeres Netzeingef�ugt werden, bzw. insgesamt nur wenige bedingte Abh�angigkeiten als f�ur eine gute Struktur hilfrei
hangesehen werden.Beide Sa
hverhalte sind zwei Seiten einer Medaille, wobei si
h letzterer (no
h) s
hwieriger intuitiv erfassen odererkl�aren l�a�t. Wir beleu
hten diesen Punkt daher anhand eines einfa
hen Beispiels und einer mathematis
henBetra
htung des Problems.8.2.2 Beispielre
hnung zur Wahl der UserSampleSize8.2.3 Mathemathis
he Erkl�arung des beoba
hteten E�ektsIm in Abbildung 16 dargestellten Beispiel ist zu sehen, da� bei relativ hohen UserSampleSize-Werten dasNetz S2 mit der Kante A! B favorisiert wird, w�ahrend bei kleineren Werten das Netz S1 ohne diese Kantebevorzugt wird, obwohl aus den Daten eindeutig eine bedingte Abh�angigkeit von A und B ableitbar w�are.W�ahrend in jedem in Anhang 12.2 aufgef�uhrten Bru
h gem�a� Glei
hung (26) die Di�erenz zwis
hen Z�ahler undNenner bei ver�anderten UserSampleSize-Werten glei
h bleibt, sinken aber die absoluten Werte von Z�ahlerund Nenner bei kleiner werdenden UserSampleSize-Werten ab. Es �andert si
h zwis
hen S1 und S2 jeweilsnur die Bewertung f�ur Knoten B, w�ahrend die Bewertung des Knotens A (immer die ersten drei Br�u
he) si
hzwis
hen S1 und S2 bei glei
her UserSampleSize ni
ht unters
heidet. Jeder Bru
h (Z�ahler und Nenner) zuB spaltet si
h gegen�uber S1 in S2 in zwei Br�u
he (asymmetris
h) auf. In den beiden Beispielnetzen haben dieBere
hnungen f�ur Knoten B die Struktur:f1(x) = � �(4x)�(a+ b+ 
+ d+ 4x) � �(a+ b+ 2x)�(2x) � �(
+ d+ 2x)�(2x) � f �ur S1f2(x) = � �(2x)�(a+ 
+ 2x) � �(2x)�(b+ d+ 2x) � �(x+ a)�(x) � �(x+ b)�(x) � �(x+ 
)�(x) � �(x+ d)�(x) � f �ur S2Dabei war im Beispiel konkret: a = 1; b = 4; 
 = 3; d = 2 und 4x = UserSamlpeSize. Mit x 2 f1; 2; 3; 4; :::gund Ersetzung von �(x) dur
h (x� 1)! erhalten wir na
h K�urzen:f1(x) = �2x � (2x+ 1) � ::: � (a+ b+ 2x� 1) � 2x � (2x+ 1) � ::: � (
+ d+ 2x� 1)4x � (4x+ 1) � ::: � (a+ b+ 
+ d+ 4x� 1) � f �ur S1f2(x) = �x � ::: � (x+ a� 1) � x � ::: � (x + b� 1) � x � ::: � (x+ 
� 1) � x � ::: � (x+ d� 1)2x � (2x+ 1) � ::: � (a+ 
+ 2x� 1) � 2x � (2x+ 1) � ::: � (b+ d+ 2x� 1) � f �ur S2Na
h Ausmultiplizieren der Polynome erhalten wir:f1(x) = � 1(4x)a+b+
+d + ::: � (2x)a+b + :::1 � (2x)
+d + :::1 � f �ur S1f2(x) = � 1(2x)a+
 + ::: � 1(2x)a+
 + ::: � xa + :::1 � xb + :::1 � x
 + :::1 � xd + :::1 � f �ur S2Von interesse sind nur die gr�o�ten Summanden. Dur
h weiteres Ausmultiplizieren und K�urzen erhalten wir:f1(x) = �2a+b+
+d � xa+b+
+d + :::4a+b+
+d � xa+b+
+d + :::�! 12a+b+
+d f �ur S1 und x!1f2(x) = � xa � xb � x
 � xd + :::2a+
 � 2b+d � xa+
 � xb+d + :::�! 12a+b+
+d f �ur S2 und x!1Beide Bewertungsterme von B in S1 bzw. S2 n�ahern si
h also bei steigendem x (steigender UserSampleSize)demselben Wert und damit au
h einander an. Im konkreten Beispiel liegt der Grenzwert bei 1=210 = 1=1024 �0; 000976. F�ur x ! 0 streben beide Funktionen gegen 0, da �(2x)=(�(x) � �(x)) ! 0 f�ur x ! 0. Beide Be-wertungsfunktionen von B in S1 bzw. S2, in Abh�angigkeit zu x (UserSampleSize), sind stetige Funktionen,die gemeinsamen Grenzwerten entgegenstreben. Desweiteren haben f1(x) und f2(x) nur max. einen S
hnitt-punkt24. Damit gilt, da� wenn es ein x1 gibt f�ur das die Bewertung von B in S1 gr�o�er ist als die in S2und wenn es ein x2 gibt mit x2 > x1 f�ur das die Bewertung zu S2 besser ist, dann liegt ein S
hnittpunkt imIntervall ℄x1; x2 [ . Damit kann es keine weiteren S
hnittpunkte geben, insbesondere ni
ht f�ur Werte gr�o�er x2.24f1(x) ist re
htsgekr�ummt und n�ahert si
h dem Grenzwert f�ur x ! 1 von unten. f2(x) ist links- re
ht- linksge-kr�ummt und n�ahert si
h dem Grenzwert von oben. 45
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Abbildung 16: Kombination von Wissen aus Daten mit \Bayes's
hem Unwissen" anhand einesBeispiels 1) Datensatz als einzige e
hte Informationsquelle2) Nijk-Tabellen zum Netz ohne Kante S13) Nijk-Tabellen zum Netz mit Kante S24) ni
ht informative �ijkSampleSize -Tabellen zum Netz ohne Kante S1( = pV orw(AjS1) bzw. pV orw(BjS1) )5) ni
ht informative �ijkSampleSize -Tabellen zum Netz mit Kante S2( = pV orw(AjS2) bzw. pV orw(A;BjS2) )6) S1 : Netzstruktur und Dimensionsaufteilung von A und B7) S2 : Netzstruktur und Dimensionsaufteilung von A und BBsp.: Bewertungen der beiden Netze S1 und S2 mit unters
hiedli
hen SampleSize-Werten:N = 10 SampleSize = 100 log(p(DjS1)) = �13:9404 log(p(DjS2)) = �13:9144N = 10 SampleSize = 10 log(p(DjS1)) = �14:4757 log(p(DjS2)) = �14:4017N = 10 SampleSize = 1 log(p(DjS1)) = �16:4664 log(p(DjS2)) = �17:1796N = 10 SampleSize = 0:1 log(p(DjS1)) = �20:1899 log(p(DjS2)) = �22:9379(Detaillierte Bere
hnung: siehe Anhang 12.2)
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hnittpunkt liegt f�ur a = 1; b = 4; 
 = 3; d = 2 (wie Beispiel) bei x � 1; 24377. Wird das Unglei
hgewi
htder Werte, also die Abh�angigkeit verst�arkt, z.B. mit a = 1; b = 5; 9; 
 = 3; d = 0; 1, so liegt der S
hnittpunkts
hon bei x � 0:00575 und lie�e si
h beliebig weiter gegen 0 treiben, indem die Unglei
hgewi
hte der Werteweiter verst�arkt w�urden. Umgekehrt liegt der S
hnittpunkt f�ur reduzierte Unglei
hgewi
hte h�oher; z.B. f�ur a =1; b = 3:5; 
 = 3; d = 2:5 erst bei x � 10004100; 00316. Mit einer weiteren Reduzierung der Unglei
hgewi
htekann der Wert gegen 1 getrieben werden. Damit kann au�er im errei
hbaren Grenzfall der Unabh�angigkeitf�ur S2 immer eine bessere Bewertung errei
ht werden, indem die UserSampleSize hinrei
hend ho
h gew�ahltwird. Umgekehrt aber kann immer (da hier der Grenzfall ni
ht errei
hbar ist) f�ur S1 eine bessere Bewertungerzielt werden, indem die UserSampleSize hinrei
hend klein gew�ahlt wird.Dieses Ergebnis gilt au
h f�ur kompliziertere Netzstrukturen.8.2.4 Die \�+ 1"-MethodeDie Wahl der UserSampleSize erwie� si
h als unerwartet s
hwierig. Eigentli
h soll hier ja das Fehlen vonVorwissen modelliert werden. Intuitiv m�u�te das einer Wahl von UserSampleSize := 0 entspre
hen. Diesesist jedo
h ni
ht m�ogli
h, da damit alle �-Tafel-Zelle glei
h 0 w�aren und somit diese Wahl an der darausresultierenden Division dur
h 0 in der Bewertungsformel (Glei
hung (26)) s
heitert.Wie man aber an der Beta-Verteilung (siehe Abbildung 5, wie au
h der Diri
hlet-Verteilung erkennt undwie au
h in Kapitel 5 erl�autert wurde, ist das Minimum f�ur eine S
h�atzung mindestens eine Beoba
htungf�ur jeden Fall (�-Tafel-Zelle). Es bietet si
h also zur Modellierung von Unwissen an, jede �-Tafel-Zelle mit1 zu initialisieren. Mit der Wahl von UserSampleSize := 0 bleibt es bei �ijk = 1 8i; j; k. Aber au
h beivorhandenem Vorwissen kann diese Methode verwendet werden indem statt Glei
hung (27) nun gilt:�ijk = �p(Xi = k; Pai = jjSh) � UserSampleSize�+ 1 (39)Damit erh�oht si
h die Gesamtzellensumme jeder �-Tafel von P�i = UserSampleSize um die Anzahl derZellen in �i. Diese von der Gr�o�e der Tafel abh�angige Erh�ohung des enthaltenen Beoba
htungsumfangs s
heintzun�a
hst etwas problematis
h, ist aber dur
h die Annahme von �ijk = 1 8i; j; k als Null-Vorwissen-Levelgede
kt. Leider ist aber au
h damit das eigentli
he Problem ni
ht ausrei
hend gel�ost.Ein Beispiel:Gegeben sei ein Datensatz mit 40 Beoba
htungen f�ur die binomial verteilten Merkmale A und B. Die Kontin-genztafel zu diesem Datensatz sei gegeben dur
h: Aa1 a2b1 12 8B b2 8 12Weiterhin seien \Unwissen"-Wahrs
heinli
hkeitstafeln zum kantenlosen DAG bzw. zum DAG A! B gegebendur
h: Aa1 a20.5 0.5 b1 0.5B b2 0.5 bzw. Aa1 a20.5 0.5 Aa1 a2b1 0.25 0.25B b2 0.25 0.2547



Mit UserSampleSize := 0 (dabei sind die Werte in den Wahrs
heinli
hkeitstafeln irrelevant) wird das Netzohne Kante favorisiert, ebenso bei UserSampleSize := 1 und UserSampleSize := 10.Bei UserSampleSize := 100 (und gr�osser) wird aber das Netz A! B favorisiert (siehe Anhang 12.3).Nehmen wir dagegen an, wir h�atten vorab s
hon die H�alfte der Daten erhalten und diese unserem Vorwissenzugeordnet und nur die andere H�alfte als Daten verwendet, so da� nun gilt:

48



�-Tafel zu A (beide Netze): Aa1 a210+1 10+1�-Tafel zu Bim kantenlosen DAG:b1 10 + 1B b2 10 + 1
�-Tafel zu B in A! B:Aa1 a2b1 6 + 1 4 + 1B b2 4 + 1 6 + 1

Kontingenztafel: Aa1 a2b1 6 4B b2 4 6In diesem Fall best�atigen si
h Vorwissen und Daten gegenseitig zu 100%. Nun wird aber das Netz A! B klarfavorisiert, au
h unabh�angig davon, ob nun \+1" oder ni
ht (siehe Anhang 12.3). Der Gesamtbeoba
htungs-umfang liegt jedo
h weiterhin bei 40 Beoba
htungen.Das eigentli
he Problem ist also ni
ht gel�ost. Die Initialisierung aller �-Tafel-Zellen mit dem Wert 1 ist f�ur dieModellierung eines Null-Vorwissen-Levels problematis
h. Zwar ist es ni
ht mehr m�ogli
h dur
h Verkleinerungder UserSampleSize im Extremfall immer ein kantenloses Netz zu erhalten, aber ss ist stattdesses m�ogli
hUserSampleSize := 0 zu w�ahlen, jedo
h wird diese Wahlm�ogli
hkeit den damit gewe
kten Erwartungen, da�es beispielsweise egal sein m�u�te wann Wissen ein
ie�t (also ob es z.T. s
hon zum Vorwissen geh�ort) ni
htgere
ht. Au
h liegt die mit diesem Verfahren erhaltene Kantenanzahl, wie Versu
he best�atigen, eher zu niedrigund ni
ht, wie dur
h die auss
hlie�li
he Verwendung vom Zufall beein
u�ter Daten zu erwarten w�are, zu ho
h(over�tting). Die bisher gew�ahlte Herangehensweise, da� in jedem Fall Vorwissen anzugeben ist s
heint vordiesem Hintergrund die intuitivere Variante darzustellen.8.3 Gewinnung des Vorwissens aus den DatenAus den genannten Problemen des ersten Versu
hs ohne Vorwissen auszukommen, wollen wir no
h eine andereVariante entwi
keln. Wir wollen weiterhin unver�andert die Glei
hung (26) und die si
h daraus ableitendenvers
hiedenen Formeln zur Bewertung von Netzstrukturen verwenden. Wir ben�otigen also wenigstens formalVorwissen.8.3.1 Vorwissen als Korrektiv zu den DatenWenn wir uns no
heinmal �uberlegen, was dur
h das Vorwissen, so wir wel
hes hatten, bisher geleistet wurde, soerkennen wir, da� es neben einer weiteren Wissensbasis zus�atzli
h zum Datensatz au
h ein Korrektiv gegen�uberzuf�alligen S
hwankungen in diesem Datensatz darstellte. Wurde ein Netz Shneu mit einer zus�atzli
hen Kantegegen�uber Shorig getestet, so mu�te si
h die aus dem Datensatz wahrs
heinli
h ableitbare, zumindest \lei
hte"bedingte Abh�angigkeit, gegen das Vorwissen \dur
hsetzen", da� diese direkte, bedingte Abh�angigkeit, wie sieeine Kante impliziert tats�a
hli
h ni
ht besteht. Dabei gehen wir davon aus, da� si
h Vorwissen und Dateninsgesamt ni
ht stark widerspre
hen, so da� i.d.R. keine Abh�angigkeiten aus vers
hiedenen Unabh�angigkeits-annahmen abgeleitet werden, wie dies bei der zuletzt in Abs
hnitt 8.2. dargestellten Variante mit k�unstli
herzeugtem Pseudo-Vorwissen aber der Fall sein k�onnte (vgl. Abs
hnitt 6.7). Etwas �ahnli
hes wie es e
htesVorwissen leistet wollen wir nun au
h errei
hen ohne sol
hes Vorwissen zu haben.8.3.2 \Doppelte" Verwendung der DatenDa uns als einzige Informationsquelle der Datensatz D zur Verf�ugung steht und die eher willk�urli
he Wahlvon Pseudo-Vorwissen Probleme barg, werden wir nun das Vorwissen ebenfalls aus den Daten gewinnen.Um dabei dieselben Daten ni
ht mehrfa
h zu verwenden, mu� der Datensatz geteilt werden. Es soll hierjedo
h ni
ht das Ziel verfolgt werden einen Teil des Datensatzes zum Aufstellen und einen anderen zumTesten des Netzes zu verwenden. In diesem Falle k�onnten dur
h eine ges
hi
kte Teilung der Daten zuf�alligeS
hwankungen in den Verteilungen der Merkmale registriert werden. Wir wollen stattdessen \nur" vers
hiedeneHypothesen gegen�uberstellen. In dem Fall, da� eine zus�atzli
he Kante getestet werden soll, wollen wir eineArt Vorwissen dagegensetzen, da� der Notwendigkeit dieser Kante wiederspri
ht. Daher benutzen wir jeweilsf�ur die �ijk- und die Nijk-Tabellen alle Beoba
htungen im Datensatz D. Da si
h dadur
h aber der doppelteGesamtbeoba
htungsumfang erg�abe, der tats�a
hli
h vorhanden ist, lassen wir jede Beoba
htung ni
ht wie49



sonst �ubli
h mit \1" in die Kontingenztafeln eingehen, sondern zB. jeweils mit \0; 5"25. Dieses Vorgehenist �aquivalent zu einer normalen Erzeugung der Kontingenztafeln f�ur beide Gr�o�en, �'s und N 's und einerna
htr�agli
hen Multiplikation der Tafeln mit dem jeweiligen Gewi
htsfaktor (siehe dazu au
h Abs
hnitt 11.3.3Glei
hungen (43)-(46)). Mit diesem Verfahren ist zumindest gew�ahrleistet, da� si
h \Vorwissen" und (Rest-)Daten nur bez�ugli
h einer evtl. dem Netz hinzuzuf�ugenden Kante widerspre
hen, ansonsten aber identis
hsind, so da� wie bei e
htem Vorwissen keine zus�atzli
hen S
heinabh�angigkeiten z.B. dur
h unters
hiedli
heaus Daten bzw. Vorwissen ableitbaren Unabh�angigkeitsannahmen entstehen (vgl. Abs
hnitte 8.3.1 und 6.7).Wir greifen zur Illustration das Beispiel aus Abs
hnitt 6.7 no
h einmal auf und wandeln es entspre
hend deraktuellen Fragestellung ab, so da� nun eine Abh�angigkeit zwis
hen A und B aus den Daten erkennbar ist.Bsp.:Kontingenztafel aus 50%der Daten D zu A und BAa1 a2 Pb1 2 6 8B b2 6 2 8P 8 8
\Vorwissen" aus 50% derDaten zu A in B(!)AAa1 a2b1 4 4B b2 4 4P 8 8

\Vorwissen" aus 50% derDaten zu B in A(!)BAa1 a2 Pb1 4 4 8B b2 4 4 8Damit erhalten wir (wiederum na
h Ersetzen von �(x) dur
h (x� 1)!):� 15!7! � 7! � 15! � 15!31! � �� 7!3! � 3! � 5! � 9!15! � 7!3! � 3! � 9! � 5!15! � = p(DjSh) � 2:3 � 10�10 Sh = B  &! A� 15!7! � 7! � 15! � 15!31! � �� 15!7! � 7! � 15! � 15!31! � = p(DjSh) � 1:1 � 10�10 Sh = A BTrotz Unabh�angigkeitsannahme im \Vorwissen" wird die Abh�angigkeit erkannt und in eine Kante umgesetzt.Bei no
h s
hw�a
heren Abh�angigkeiten kann aber eventuell au
h die Unabh�angigkeitsannahme pr�aferiert wer-den, da der Vorteil, des Netzes mit Kante bei einer einfa
hen Teilung der Daten (�ijk := Nijk) no
h weitausst�arker ausf�allt (Bewertung von Sh = A B unver�andert):� 15!7! � 7! � 15! � 15!31! � � � 7!3! � 3! � 3! � 11!15! � 7!3! � 3! � 11! � 3!15! � = p(DjSh) � 7:0 � 10�9 Sh = B  &! ADamit sollte verans
hauli
ht werden, da� diese Art der Wahl des \Vorwissens" dem eingangs formuliertenAnspru
h over�tting zu vermeiden gen�ugt.8.3.3 Vermeidung von NullzellenUm Nullzellen zu vermeiden wird zus�atzli
h auf jede �-Zelle no
h ein kleiner Wert aufaddiert26.8.3.4 Erstellung der \Vorwissen"-Tafeln bei Netzver�anderungenEs sind die Nijk 's wie bisher die Kontingenztafeln zur aktuell zu testenden Netzhypothese Sh. Um eineAusgangsbewertung zu Sh zu erhalten werden zun�a
hst au
h die �ijk zum aktuellen Netz Sh erzeugt. UmzB. ein Netz mit einer hinzugef�ugten Kante zu testen werden die �ijk zum Netz ohne diese Kante erstellt unddann wie zuvor bes
hrieben an das aktuelle Netz angepa�t (Abs
hnitt 7.3.2 und 7.3.3). Auf diese Weise mu�si
h die neue Kante quasi gegen die Annahme bew�ahren, da� sie �uber
�ussig ist. S
ha�t sie das wird wiederdie neue Ausgangslage bewertet, indem au
h die �ijk 's entspre
hend dem neuen Netz erzeugt werden. DieseNeubere
hnung wird notwendig, weil wir wenn wir uns f�ur ein Netz mit einer neuen Kante ents
hieden haben,diese neue Kante dann au
h dem Vorwissen zugere
hnet werden mu�. Anders als in der ersten Variante, wo zujeder ver�anderten Netzstruktur ledigli
h in ihrer Gr�o�e ver�anderte, aber immer mit Glei
hverteilung gef�ullteVorwissen-Tafeln entstehen, kann (und soll) ja hier das \Vorwissen" dur
haus Abh�angigkeitsinformationenenthalten, jedo
h nur die in Shakt und no
h ni
ht die zus�atzli
h in Shneu enthaltenenen, wenn eine Kantehinzugef�ugt wird.25andere Verh�altnisse (z.B. 0:2 : 0:8) sind au
h denkbar - wir behandeln diesen Punkt no
h26z.B. 0.01 oder kleiner 50
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Abbildung 18: \Doppelte" Verwendung der Daten1) Datensatz als einzige Informationsquelle2) Nijk-Tabellen3) �ijk-Tabellen zum Netz ohne die neue Kante (jede Zelle +0; 01)4) �ijk-Tabellen zum Netz mit neuer Kante (p(BjA;Shneu) = p(BjShakt)p(AjSh))5) Netzstruktur und Dimensionsaufteilung von A und B (sonst. Merkmale: \...")�) Aus dem Gr�o�enverh�altnis 150; 01 : 350; 01 zu bere
hnenDa es darum geht ni
ht zuviele Kanten (! over�tting) zu erzeugen, wird beim L�os
hen einer Kante andersverfahren: Hier werden au
h die �ijk 's zum aktuell zu testenden Netz, also ohne die m�ogli
herweise zu l�os
hendeKante, erzeugt (Eine erneute Grundbewertung entf�allt bzw. ist damit bereits vorgenommen, da sie dasselbeErgebnis liefern w�urde).8.3.5 Wahl des Teilungsverh�alnisses der DatenEine bedeutende Frage ist bei dieser Variante, wie man das \Vorwissen" (�) gegen die Daten gewi
htet.Mit der oben angedeuteten Variante, beide Wissensformen (Daten und \Vorwissen") jeweils aus der H�alfte(\0:5 : 0:5") der Daten zu erzeugen, werden beide glei
hgewi
htet. Dieses Verh�altnis hat einen Ein
u� aufdie Kantenanzahl und damit auf die Anpassung des Netzes an die Daten. Je gr�o�er der Anteil der Daten ist,die f�ur das Vorwissen genutzt werden, desto weniger Kanten werden tendenziell in ein Netz eingef�ugt, solangedabei si
h das Teilungsverh�altnis in vern�unftigen Grenzen bewegt. Trotzdem ist die Bere
hnung, wie si
h inSimulationen zeigt, gegen�uber S
hwankungen in dieser Aufteilung relativ robust27, im Verglei
h zu den eherstarken und unkalkulierbaren S
hwankungen bei der ersten Bere
hnungsform, in der die UserSampleSize27tats�a
hli
h kommen hier eher dur
h den Zufall bestimmte Unters
hiede dadur
h zustande, da� evtl. s
hon beikleinen �Anderungen des Datenaufteilungsverh�altnisses ein anderer Su
hpfad (siehe Abbildung 12) einges
hlagen wirdund daher im Einzelfall oft ni
ht abzusehen ist, in wel
he Ri
htung si
h die Kantenanzahl bei einer bestimmten Auf-teilungs�anderung entwi
keln wird. 51
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Fehlerrate

(Anzahl der Parameter im Modell)Abbildung 19: angedeutete Entwi
klung der Fehlerrate in parametrisierten statistis
hen Modellenallgemein, in Abh�angigkeit von der Anzahl der verwendeten Parametervariiert wurde. Werte die dem Vorwissen ein Gewi
ht von 0:2 bis 0:5 zuweisen haben si
h als vern�unftigerwiesen.8.4 (Teil-) Vorwissen �uber die NetzstrukturWie au
h immer beim Umgang mit fehlendem Vorwissen �uber die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung der Merk-male verfahren wird, au
h hier ist es von Vorteil, wenn der Benutzer wenigstens einige Vorgaben �uber dieStruktur des Netzes ma
hen kann - dur
h Vorgabe bzw. Auss
hlu� einiger Kanten(-ver�anderungen). Wenndas ni
ht m�ogli
h ist, erh�oht si
h die Gefahr, da� der Su
halgorithmus bei lokalen Minima ste
kenbleibt. EineM�ogli
hkeit dieses Problem auf automtisiertem Wege zu reduzieren best�unde darin, zuf�allige Netze als Start-punkte f�ur den Greedy-Sear
h-Algorithmus vorzugeben. Es zeigt si
h bei Tests jedo
h, da� unter der hohenAnzahl vers
hiedener Netze der Beginn mit vollkommen unverbundenen Knoten der \Wahrheit" zumeist amn�a
hsten kommt. Mehr Sinn ma
ht deshalb, eine so gelernte Netzstruktur no
heinmal vom Experten pr�ufenzu lassen. Besonderes Augenmerk sollte der Benutzer dabei auf vollst�andig verbundene Teilgraphen legen,da \Greedy" eine, in der Netzstruktur, no
h ni
ht ausrei
hend abgebildete Abh�angigkeitsstruktur oft dur
hzus�atzli
he Kanten (zumal bei gro�en Datens�atzen) ausglei
ht, obwohl die Struktur dur
h andere Ver�anderun-gen in dem bestehenden Netz, wie Ri
htungs�anderungen einzelner Kanten, no
h besser w�urde, sol
he L�osungenvon Greedy aber ni
ht gefunden werden, weil deren Vorteile erst erkennbar werden, wenn �uber mehr als eineKanten�anderung hinweg gebli
kt werden k�onnte.8.5 Einbeziehung der Netz-a-priori-Wahrs
heinli
hkeitUm ein zus�atzli
hes Korrektiv gegen zu viele Kanten (Overfitting) einzuf�uhren, kommen wir no
heinmal aufdie bisher verna
hl�assigte Netz-a-priori-Wahrs
heinli
hkeit aus Glei
hung (22) zur�u
k. Aus der Beoba
htungheraus, da� die Fehlerrate eines Modells mit zunehmender Parameterzahl wieder steigt28 - eben aus der darausresultierenden �Ubers
h�atzung der Daten - k�onnte die a-priori-Wahrs
heinli
hkeit eines Netzes �uber die Anzahlder zu S
h�atzenden Parameter bestimmt werden (siehe au
h Abbildung 19). Dazu bietet si
h ein Term ausdem Bayesian Information Criterion (BIC) [S
hwarz (1978)℄ an:p(Sh) := e�B2 logN (40)N ist der Umfang des Datensatzes DB = dim(Sh) ist die Anzahl der zu s
h�atzenden Parameter(siehe Glei
hung (1))9 Na
hbetra
htung9.1 Uneinheitli
he UserSampleSizeWir haben bislang einen einheitli
hen Wert UserSampleSize angenommen, der glei
hsam den Erfahrungs-s
hatz des Benutzers (Experten) wiederspiegelt, der das Vorwissen - soweit vorhanden - in das System einbringt.28Ein Problem, da� genauso z.B. f�ur Regressionsmodelle oder Neuronale Netze gilt52



hoch niedrig

100000

1000 300

2000

Helligkeit bei Nacht

102000

1300

Vollmond

1)

Werwolfaktivitat

Helligkeit bei Nacht

nein

ja

Vollmond

2900000

10000

hoch niedrig

10 3

1 100000

13

100001

3000000

2)

Werwolfaktivitaet

Abbildung 20: Unters
hiedli
he UserSampleSize-Werte f�ur einzelne bedingte Wahrs
heinli
hkeitenM�ogli
herweise wurde das Vorwissem tats�a
hli
h selbst aus �alteren Daten gewonnen. Die entspre
henden Kon-tingenztafeln lassen si
h mit dem UserSampleSize-Wert aus den Wahrs
heinli
hkeitstafeln r�u
kre
hnen. Ba-siert das Vorwissen jedo
h ni
ht auf Daten, sondern auf Expertenwissen oder physikalis
hen Messungen, istdieses Vorgehen einer einheitli
hen UserSampleSize ni
ht ganz unproblematis
h, da ni
ht unbedingt einzuse-hen ist, da� die Angabe bedingter Wahrs
heinli
hkeiten umso weniger ernst genommen wird, je mehr Elternein Knoten hat, spri
h je gr�o�er die Wahrs
heinli
hkeitstafel f�ur den fragli
hen Knoten wird. Anders ausge-dr�u
kt k�onnen Tafeln glei
her Gr�o�e dur
haus mit unters
hiedli
her Gewi�heit �uber das enthaltene Wissenbehaftet sein. Ja die f�ur jede Elternzustandskon�guration gegebenen bedingten Wahrs
heinli
hkeiten, k�onnenvers
hiedene Si
herheitsgrade haben, die ni
ht aus den Eltern-Tafeln ableitbar sein m�ussen.In dem in Abbildung 20 dargestellten Fall k�onnte es si
herli
h angemessen sein, das Vorwissen �uber die ein-zelnen Wahrs
heinli
hkeiten mit unters
hiedli
hen Si
herheiten anzunehmen. Da wie an Glei
hung (26) zusehen, jeweils das Vorwissen zu Xijk (mit/ohne Daten) zum marginalen Wissen nur �uber die Elternzust�andein's Verh�altnis gesetzt wird, also Diri
hlet-Verteilungen f�ur die bedingten Wahrs
heinli
hkeiten angenommenwerden, ist es m�ogli
h die gegebenen bedingten Wahrs
heinli
hkeiten zu jeder Elternzustandskon�gurationunters
hiedli
h zu gewi
hten, wie das in Abbildung 20 angedeutet ist. Entweder m�ussten dann aber sehr di�e-renzierte UserSampleSize-Werte eingefordert werden, oder man verlangt vom Benutzer statt der bedingtenWahrs
heinli
hkeitstafeln glei
h die \bedingten Kontingenztafeln", die der di�erenzierten Gewi
htung des Vor-wissens re
hnung tragen (Abbildung 20), sonst aber nie gebrau
ht werden. Mit \bedingten Kontingenztafeln"sind Tafeln gemeint, in denen nur die Werte f�ur je eine Elternzustandskon�guration in Relation zueinandergesehen werden k�onnen, w�ahrend die marginalen Werte �uber die Elternzust�ande die (unters
hiedli
hen) Si-
herheiten wiederspiegeln, mit der die bedingten Wahrs
heinli
hkeiten gegeben sind. Problematis
h ist aberdie Tatsa
he, da� die Tafeln ni
ht mehr konsistent sind, dh. unters
hiedli
he Tafeln spiegeln unters
hiedli-
hes Wissen �uber dieselben Knoten wieder. Kaum no
h zu erkl�aren ist dabei die Ableitung des Vorwissenszu gegen�uber Shorig ver�anderten Netzhypothesen. Wir verzi
hten deshalb auf weitere �Uberlegungen in dieserRi
htung und bleiben bei einem einheitli
h gew�ahlten UserSampleSize-Wert.10 Simulationen und Testbere
hnungen10.1 TestverfahrenUm den Lernalgorithmus, wie er nun theoretis
h und im Ans
hlu� in Grundz�ugen au
h in der Implementierungvorgestellt ist, zu testen, bieten si
h vers
hiedene Verfahren an. Zum einen k�onnen reale Daten verwendetwerden um daraus die Netzstruktur zu lernen. Zum anderen kann aber au
h ein komplettes Bayes's
hes Netz,bestehend aus der Struktur und den bedingten Wahrs
heinli
hkeitstafeln vorgegeben werden, um dazu korre-spondierende, m�ogli
hst perfekt die vorgegebene Wahrs
heinli
hkeitsverteilung abbildende Daten (perfekteDaten) zu erzeugen, um dann (indem wir Netzstruktur und Wahrs
heinli
hkeitsvorgabe wieder \vergessen")nur aus den k�unstli
h erzeugten Daten das Netz r�u
kzure
hnen versu
hen.Der gro�e Vorteil der letzteren Methode besteht darin, da� man das Ergebnis des Lernalgorithmus mit demwahren Netz verglei
hen kann, um den Grad der �Ubereinstimmung in Struktur und Bewertung zu ertmitteln.Demgegen�uber ist die \wahre" Netzstruktur zu e
hten Daten unbekannt und k�onnte nur von einem Exper-ten angegeben werden. Dabei w�are jedo
h ni
ht klar, ob Abwei
hungen der gelernten Netzstruktur zu derExpertengegebenen aus der \Unzul�angli
hkeit" der Daten, oder au
h aus der m�ogli
herweise von vornher-53



ein ni
ht angemessenen Modellannahme eines Bayes's
hen Netzes herr�uhren. Ledigli
h die Brau
hbarkeit derSu
hheuristik (Greedy-Sear
h) k�onnte ermittelt werden, indem die Bewertung entspre
hend Glei
hung (26)des vorgegebenen Netzes mit der des gelernten Netzes vergli
hen wird. Tats�a
hli
h birgt aber gerade der Um-stand, da� si
hergestellt ist, da� \perfekte" Daten weitestm�ogli
h (abh�angig vom Beoba
htungsumfang desDatensatzes) eine bestimmte Netzstruktur abbilden au
h das Problem, da� eine �Ubers
h�atzung der aus denDaten ableitbaren Abh�angigkeiten kaum m�ogli
h ist, da nur \wahre" Abh�angigkeiten in den Daten enthaltensind.Aus diesem Problem ergibt si
h eine dritte Testm�ogli
hkeit. Wir werden zu einem vorgegebenen Bayes's
henNetz (in
l. bedingten Wahrs
heinli
hkeiten) Daten dur
h Sampling gewinnen, d.h. wir werden ni
ht dendie Wahrs
heinli
hkeitsvorgabe bestm�ogli
h wiedergebenden Datensatz erzeugen, sondern mithilfe eines Zu-fallsgenerators Daten simulieren, die wie e
hte Daten au
h im Rahmen von zuf�alligen S
hwankungen vomoptimalen Datensatz abwei
hen k�onnen. Im Rahmen zuf�alliger S
hwankungen liegt theoretis
h jede Abwei-
hung vom \perfekten" Datensatz, allerdings sind starke Abwei
hungen weniger wahrs
heinli
h als kleinere\Fehler". Zudem wird der Datensatz mit steigendem Beoba
htungsumfang genauer - weniger von den zuf�alli-gen S
hwankungen beein
u�t (s
hwa
hes Gesetz der Gro�en Zahlen). Mithilfe des Daten-Samplings werdenm�ogli
hst viele vers
hiedene Datens�atze erzeugt und aus jedem eine Netzstruktur r�u
kgere
hnet, um dabei die\Tre�er", also die Netzstrukturen die mit dem Ausgangsnetz �ubereinstimmen, zu z�ahlen und eine Tre�erquotezu gewinnen. Von besonederem Interresse ist dabei die Abh�angigkeit der Tre�erquote vom Beoba
htungsum-fang.Da wir zum Testen in jedem Fall ohne Vorwissen auskommen m�ussen29, werden die in Kapitel 8 daf�ur vorge-stellten Verfahren gegeneinandergestellt. Dur
h Anwendung aller drei Testmethoden mit k�unstli
h erzeugtenund e
hten Daten k�onnen wir die Vorteile beider Ans�atze nutzen, um den Lernalgorithmus umfassend zutesten.Ein viertes Verfahren k�onnte mit e
hten oder gesampelten Daten, mit Hinbli
k auf die eigentli
he Nutzung deszu lernenden Bayes's
hen Netzes abgeleitet werden, indem mithilfe von Testdaten versu
ht wird eine Klassi-�kation bestimmter Merkmale in den einzelnen F�allen des Testdatensatzes vorzunehmen und die \Tre�er" zuz�ahlen (da die wahre Auspr�agung ja bekannt ist). Die Testdaten sollten dabei andere als diejenigen sein, ausdenen das Netz gelernt wurde (Teilung der Daten). F�ur dieses Verfahren m�u�te man si
h aber auf bestimmte\Zielknoten" festlegen, die zu klassi�zieren w�aren. In dieser Arbeit wurde aber ledigli
h das Ziel verfolgt diewahren Abh�angigkeiten dur
h die Netzstruktur eines DAG's abzubilden, daher soll au
h nur dieses Ziel ver-su
ht werden dur
h Tests zu veri�zieren, d.h. wir verzi
hten auf diesen Ansatz zur Bestimmung der Qualit�ateines Bayes's
hen Netzes.10.2 Bere
hnungen mit \perfekten" Daten10.2.1 Gewinnung \perfekter" DatenWir werden zun�a
hst Bere
hnungen mit m�ogli
hst perfekten Daten zu einer vorgegebenen Netzstruktur undzugeh�origen bedingten Wahrs
heinli
hkeiten dur
hf�uhren.Das verwendete Verfahren zur Erzeugung sol
her Daten zu einem Bayes's
hen Netz ist relativ simpel. Da wirzum Testen mit in ihrer Knotenanzahl sehr �ubers
haubaren Netzen arbeiten, leisten wir uns ausnahmsweise dieErzeugung der vollst�andigen Wahrs
heinli
hkeitstafel zu allen Knoten (siehe Glei
hung (1)). Dana
h wird jedeZelle dieser Tafel mit dem gew�uns
hten Beoba
htungsumfang multipliziert und in eine entspre
hende ganz-zahlig gerundete Anzahl korrespondierender Beoba
htungen im zu erzeugenden Datensatz umgesetzt. Dur
hdie Rundung der Werte wird der vorgegebene Beoba
htungsumfang m�ogli
herweise lei
ht �uber- bzw. unter-s
hritten. Mit der notwendigen Rundung der Werte (da es nur \ganze" F�alle in einem Datensatz geben kann)wird au�erdem die Wahrs
heinli
hkeitstafel i.d.R. ni
ht wirkli
h perfekt dur
h die Daten repr�asentiert. An-ders als bei e
hten Daten, in die zus�atzli
h no
h zuf�allige S
hwankungen und ni
htme�bare (ni
htgemessene)St�orungen hineinspielen, handelt es si
h hier jedo
h um ein rein numeris
hes Problem.Der verwendete Simulations-Algorithmus soll folgendes leisten:1. Zu einem gegebenen DAG selbstst�andig, mittels eines Zufallsgenerators bedingte Wahrs
heinli
hkeits-tafeln erzeugen. Mit einem Parameter rnd wird der Zufallsgenerator initialisiert, so da� einerseits mitver�anderten rnd-Werten vers
hiedene bedingte Wahrs
heinli
hkeiten zu einunddemselben DAG erzeugtwerden k�onnen, aber andererseits au
h mit glei
hen rnd-Werten jederzeit identis
he Wahrs
heinli
h-keitstafeln reproduzierbar sind.29bei e
hten Daten aus Expertenmangel und bei Daten-Sampling, weil sinnvollerweise nur das als wahr bekannteNetz vorgegeben werden k�onnte, was aber i.d.R. ni
ht mehr zu verbessern ist54



2. Zu den so erzeugten bedingten Wahrs
heinli
hkeiten und dem gew�uns
hten Beoba
htungsumfangSampleSize, entspre
hend dem oben vorgestellten Verfahren, einen k�unstli
hen Datensatz erzeugen.3. Ansetzen des Su
halgorithmus auf das vorgegebene Netz um festzustellen, ob die zuf�allig erzeugtenbedingten Wahrs
heinli
hkeiten oder die ni
ht perfekte Repr�asentation dieser Wahrs
heinli
hkeitsver-teilung dur
h die Daten (insbesondere bei kleinen SampleSize-Werten) zu einer Ver�anderung (\Verbes-serung") selbst des eigentli
h wahren DAG's dur
h den Lernalgorithmus f�uhrt.4. Versu
h das vorgegebene Netz, beginnend mit einem kantenlosen DAG, aus den gesampelten Datenr�u
kzure
hnen.F�ur den Lernalgorithmus selbst sind vers
hiedene Modi einstellbar. Das zu verwendende Verfahren zum Um-gang mit dem fehlenden Vorwissen ist �uber mode einzustellen. Bei der Angabe mode= 1 wird das Vorwissenaus den Daten erzeugt, w�ahrend bei mode= 2 \Unwissen"-Tafeln zum DAG erzeugt werden. Die Gewi
htungdes so k�unstli
h erzeugten Vorwissens gegen�uber den eigentli
hen Daten wird �uber einen alpha(weight)-Werteingestellt.Wir f�uhren nun einen ersten Testlauf dur
h, um das Verfahren anhand der Testausgaben n�aher zu betra
hten.Das Simulations-Tool ist ebenso wie der Lernalgorithmus alleine aus S-Plus aufzurufen, wobei die Imple-mentierung der eigentli
hen Funktionalit�at aus den in Kapitel 11 genannten Gr�unden weitgehend in C/C++erfolgte.10.2.2 Versu
h 1: \Vorwissen" aus Daten (relativ geringer Anteil)Im ersten Versu
h wollen wir das Vorwissen, wie im Abs
hnitt 8.3 bes
hrieben, aus den Daten erzeugen(mode= 1) und einen relativ gro�en Datensatz mit 10000 Beoba
htungen erzeugen.Aufruf der Funktion:> SIMULATE(dag=testDAG,mode=1,alpha=0.2,sampleSize=10000)Die Funktion gibt nun zun�a
hst den DAG in Matrix-Form sowie die erzeugten bedingten Wahrs
heinli
hkeits-tafeln aus (siehe Anhang 12.4). Intern wird dann der Datensatz mit einem Beoba
htungsumfang von 
a. 10000F�allen erzeugt. Die Ausgabe dieser Daten w�are in jedem Fall zu umfangrei
h.Im Ans
hlu� wird nun versu
ht, mittels der Lern-Funktion der gegebene DAG (testDAG) unter Verwendungder Daten zu verbessern. Im Normalfall sollte das ni
ht m�ogli
h sein.+--------------------------------------------------------------------+| FIND / IMPROVE NETSTRUCTUR OF A BAYESIAN (CAUSAL) NETWORK || BY GIVEN DATA (AND USER-KNOWLEDGE) |+--------------------------------------------------------------------+START dataset ......................... : is sorted (do nothing)
ases in dataset ................ : 9999different 
ases in dataset ...... : 32 (-99.7 %)number of edges in initial DAG .. : 5possible 
hanges ex
luded by user : 0testing DAG only with data ...... : splitting datasplitting data by ............... : 0.800:0.200 (data:pseudo-alpha)sear
h mode ..................... : retra
tions allowedpossible 
hanges are ............ : add del reverse edgesmax. 
ount of 
hanges ........... : 100term for net-prior .............. : is not used
al
ulate for D(ata) & S(tru
tur) : p(D|S)max. shown improves ............. : show only 
hangesSEARCH[ 0℄ INIT rate for initial DAG p(D|S) = exp( -20355.2188)+--------------------------------------------------------------------+| no 
hanges made ... |+--------------------------------------------------------------------+[ 1℄ STOP no improvement p(D|S) = exp( -20355.2188)Der Su
halgorithmus gibt vor dem Beginn seiner eigentli
hen Bere
hnungen eine Bes
hreibung der Eingangspa-rameter aus: Au��allig ist die enorme Diskrepanz zwis
hen der Gesamtzahl der F�alle im Datensatz, die bei9999 liegt (die anvisierte Zahl von 10000 wurde damit knapp verfehlt) und der Anzahl der unters
hiedli-
hen F�alle im Datensatz von nur 32. Da wir mit f�unf binomialen Variablen arbeiten, sind au
h nur 25 = 32vers
hiedene Kombinationen m�ogli
h - jeder denkbare Fall ist also mindestens einmal im Datensatz vertreten.55



Dana
h beginnt die eigentli
he Netzverbesserungsphase, die hier aber erwartungsgem�a� sofort abgebro
henwird, da das gegebene Netz ni
ht zu verbessern ist.Im letzten S
hritt wird ausgehend von einem kantenlosen DAG und den Daten versu
ht dur
h einen weiterenAufruf des Lernalgorithmus' den testDAG r�u
kzure
hnen.+--------------------------------------------------------------------+| FIND / IMPROVE NETSTRUCTUR OF A BAYESIAN (CAUSAL) NETWORK || BY GIVEN DATA (AND USER-KNOWLEDGE) |+--------------------------------------------------------------------+START dataset ......................... : is sorted (do nothing)
ases in dataset ................ : 9999different 
ases in dataset ...... : 32 (-99.7 %)number of edges in initial DAG .. : 0possible 
hanges ex
luded by user : 0testing DAG only with data ...... : splitting datasplitting data by ............... : 0.800:0.200 (data:pseudo-alpha)sear
h mode ..................... : retra
tions allowedpossible 
hanges are ............ : add del reverse edgesmax. 
ount of 
hanges ........... : 100term for net-prior .............. : is not used
al
ulate for D(ata) & S(tru
tur) : p(D|S)max. shown improves ............. : show only 
hangesSEARCH[ 0℄ INIT rate for initial DAG p(D|S) = exp( -22588.0703)+--------------------------------------------------------------------+[ 1℄ | ADD D ---> E p(D|S) = exp( -21456.3633) |[ 2℄ | ADD A ---> D p(D|S) = exp( -20734.4336) |[ 3℄ | ADD A ---> B p(D|S) = exp( -20579.4805) |[ 4℄ | ADD B ---> D p(D|S) = exp( -20431.7852) |[ 5℄ | ADD B ---> E p(D|S) = exp( -20363.3438) |[ 6℄ | ADD B ---> C p(D|S) = exp( -20356.0234) |+--------------------------------------------------------------------+[ 7℄ STOP no improvement p(D|S) = exp( -20356.0234)Der Lernalgorithmus wir mit den selben Parametern aufgerufen bis auf das nun kantenlose Ausgangs-DAG(\number of edges in initial DAG: 0"). In se
hs Verbesserungss
hritten werden se
hs Kanten eingef�ugt.Die Ergebnisse der beiden Aufrufe der Lern-Funktion werden zus�atzli
h in einem Gra�k-Fenster gegen�uberge-stellt, dabei werden jeweils die Ver�anderungen gegen�uber dem urspr�ungli
hen DAG (testDAG) hervorgehoben.
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deleted (reversed)

deleted (reversed)Abbildung 21: Gra�s
he Ausgabe des Simulations-ToolsBewertung des Ausgangs-DAG's p(DjShtestDAG): e�20355:2188Bewertung des verbesserten Ausgangs-DAG's: | | | | (keine Verbesserung)Bewertung des kantenlosen DAG's e�22588:0703Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG's e�20356:0234Es ist zu erkennen da� si
h der gelernte DAG von dem Ausgangs-DAG in der Ri
htung dreier Kanten und einerzus�atzli
h eingef�ugten Kante unters
heidet. Das urspr�ungli
he Netz hatte die Dimension 12, das gelernte dieDimension 13 (alle Knoten haben zwei Auspr�agungen) - es wird damit eine Abh�angigkeit mehr dargestellt alstats�a
hli
h vorhanden ist. Warum wurde die zus�atzli
he Kante eingef�ugt? Betra
hten wir im oberen DAG dieDimension des Teilnetzes, bestehend aus den Knoten B, D und E, so betr�agt sie 6. Verglei
hen wir das mit derDimension desselben Teilnetzes ohne die zus�atzli
he Kante (add), so betr�agt sie nur 5. In diesem Teilgraphenfehlt also eine bedingte Abh�angigkeit, die dur
h die zus�atzli
he Kante versu
ht wurde darzustellen, damit stiegdie Dimension dieses Teilnetzes aber um 2 auf 7 und insgesamt um 1 auf 13. Warum aber wurde statt die�uberz�ahlige Kante einzuf�ugen ni
ht die Kante D ! E umgedreht? Verfolgen wir den Ablauf der einzelnenNetzverbesserungss
hritte, so sehen wir, da� die in ihrer Ri
htung verkehrte Kante D ! E die zuallerersteingef�ugte Kante ist. Zu diesem Zeitpunkt der Bere
hnung war aber ni
ht absehbar in wel
her Ri
htungdiese Kante letztendli
h g�unstiger w�are; ledigli
h eine Abh�angigkeit von D und E war erkennbar. Im viertenS
hritt wurde dann die Kante B ! D ri
htig eingef�ugt. Nun aber fehlte no
h eine Abh�angigkeit in diesemTeilgraphen der Knoten B, D und E, die dur
h die zu�atzli
he Kante (erfolgrei
h aber ni
ht optimal) versu
htwurde darzustellen. Tats�a
hli
h sind B und E ja au
h abh�angig30 Um den Fehler zu diesem Zeitpunkt no
h zukorrigieren w�are die glei
hzeitige Betra
htung von zwei Kanten�anderungen notwendig gewesen: dem Entfernenvon B ! E und dem Umdrehen von D ! E; das aber kann dur
h einen Greedy-Sear
h-Algorithmus ni
htgeleistet werden. Da� es si
h tats�a
hli
h um ein Problem der Su
hheuristik handelt erkennt man au
h daran,da� die wahre Netstruktur deutli
h besser bewertet wurde als die gelernte. W�are der Lernalgorithmus alsow�ahrend seiner Su
he auf dieses wahre Netz gesto�en, w�are dieses au
h das Netz seiner Wahl geworden.10.2.3 Versu
h 2: \Vorwissen" aus Daten (erh�ohter Anteil)Von Interesse bei dem im ersten Versu
h verwendeten Verfahren, das eigentli
h ni
ht vorhandene Vorwissen ausden Daten zu gewinnen und als Gegengewi
ht zur Vermeidung zu vieler Kanten zu benutzen, war der Anteilder f�ur das Vorwissen herangezogenen Daten. Daher werden wir diesen Wert nun bei sonst glei
hbleibendenParametern variieren:30Ni
ht untypis
her Weise de
ken si
h die Kanten des gelernten DAG's mit den Kanten des moralis
hen Graphen,gebildet zum Ausgangs-Graphen. 57
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Test empty DAG: mode=1 rnd=1 alpha=0.5 size=10000

deleted (reversed) addedAbbildung 22: Gra�s
he Ausgabe des Simulations-ToolsBewertung des Ausgangs-DAG's p(DjShtestDAG): e�12719:1641Bewertung des verbesserten Ausgangs-DAG's: | | | | (keine Verbesserung)Bewertung des kantenlosen DAG's e�14115:6992Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG's e�12719:1602> SIMULATE(dag=testDAG,mode=1,alpha=0.5,sampleSize=10000)Die erzeugten bedingten Wahrs
heinli
hkeiten und damit au
h der daraus abgeleitete Datensatz sind identis
hdenen des ersten Testlaufs. Au
h bei der Pr�ufung des initialen DAG's (testDAG) ergibt si
h keine �Anderung.Wiederum wird der DAG unver�andert belassen. Erst bei dem Versu
h, diesen DAG beginnend mit einemkantenlosen DAG zur�u
kzugewinnen, ergibt si
h eine Ver�anderung:SEARCH[ 0℄ INIT rate for initial DAG p(D|S) = exp( -14115.6992)+--------------------------------------------------------------------+[ 1℄ | ADD E ---> D p(D|S) = exp( -13408.2734) |[ 2℄ | ADD D ---> A p(D|S) = exp( -12956.9336) |[ 3℄ | ADD B ---> A p(D|S) = exp( -12793.0586) |[ 4℄ | ADD B ---> D p(D|S) = exp( -12723.8945) |[ 5℄ | ADD C ---> B p(D|S) = exp( -12719.1602) |+--------------------------------------------------------------------+[ 6℄ STOP no improvement p(D|S) = exp( -12719.1602)Wiederum wird zuerst eine Kante zwis
hen E und D eingef�ugt, diesmal aber in der ri
htigen Ri
htung.Es ist zu diesem Bere
hnungszeitpunkt im Grunde egal in wel
her Ri
htung diese Kante eingef�ugt wird.Der Unters
hied zum ersten Testlauf resultiert aus winzigen Unters
hieden, die dur
h die ver�anderte Teilungdes Datensatzes entstehen (siehe Abs
hnitt 6.7) und hier bei ver�andertem Vorwissen-Gewi
ht in die andereRi
htung umges
hlagen sind.Beide Netze unters
heiden si
h nur in der Ri
htung einer Kante, die Dimension der Netze ist glei
h. Die Bewer-tungen der beiden Netze sind ebenfalls fast identis
h. Das erre
hnete Netz wurde sogar lei
ht besser bewertet.Warum aber wurde dann im ersten Testlauf die Kante B ! C ni
ht ebenfalls umgedreht? Die Verwendete Me-thode legt dem einen Stein in den Weg. Eine zus�atzli
he Kante mu� si
h ja gegen das \Vorwissen" behaupten,da� sie �uber
�ussig ist - erst dana
h w�urde mit einer erneuten Grundbewertung diese Kante dem Vorwissenhinzugere
hnet. Diese H�urde aber nimmt die neue Kante C ! B (na
hdem testweise B ! C entfernt wurde)in diesem Fall wegen dem so geringen Unters
hied in der Bewertung der beiden Netze ni
ht.58
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Test empty DAG: mode=1 rnd=1 alpha=0.0001 size=10000

deleted (reversed) addedAbbildung 23: Gra�s
he Ausgabe des Simulations-ToolsBewertung des Ausgangs-DAG's p(DjShtestDAG): e�25495:3672Bewertung des verbesserten Ausgangs-DAG's: e�25495:3672Bewertung des kantenlosen DAG's e�28252:5469Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG's e�25495:367210.2.4 Versu
h 3: \Vorwissen" aus Daten (minimaler Anteil)Mit einem weiteren Versu
h nur das Vorwissen-Gewi
ht alpha(weight) zu ver�andern, wird die Problematikk�unstli
h erzeugter Daten augenf�allig:> SIMULATE(dag=testDAG,mode=1,alpha=0.0001,sampleSize=10000)Wir sehen hier erstmals, da� im ersten Lauf des Lernalgorithmus' au
h das Ausgangsnetz ver�andert wurde.Beide Netze stellen aber dieselben Abh�angigkeitsstrukturen dar und sind glei
hwertig. Der Unters
hied in derBewertung ist winzig (erst na
h der 4-ten Na
hkommastelle si
htbar) und hier eher auf Rundungsfehler zur�u
k-zuf�uhren. Die \H�urde", diese Kante umzudrehen, ist wegen des unbedeutenden Vorwissen-Gewi
hts diesmal soniedrig, da� die Ver�anderung vorgenommen wird. Au
h der eigentli
h wi
htige zweite Lauf des Lernalgorith-mus' kommt zu demselben Ergebnis. Damit haben wir eine vollkommene �Ubereinstimmung. Trotzdem ist derWert von alpha=0.0001mit Vorsi
ht zu genie�en, da er kein Korrektiv mehr gegen zu viele Kanten darstellt,was aber bei k�unstli
h erzeugten Daten ni
ht problematis
h ist - zumal bei gro�en Beoba
htungsumf�angen- jedo
h bei e
hten Daten zu overfitting in der gelernten Netzstruktur f�uhren kann und i.d.R. au
h f�uhrenwird.10.2.5 Versu
h 4: \Vorwissen" aus Daten (Verkleinerung des Datensatzes)Ver�andern wir einmal den Beoba
htungsumfang des Datensatzes, so ergibt si
h au
h f�ur den Lernalgorithmuseine Problematik.> SIMULATE(dag=testDAG,mode=1,alpha=0.2,sampleSize=1000)
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deleted (reversed) addedAbbildung 24: Gra�s
he Ausgabe des Simulations-ToolsBewertung des Ausgangs-DAG's p(DjShtestDAG): e�2054:3542Bewertung des verbesserten Ausgangs-DAG's: | | | | (keine Verbesserung)Bewertung des kantenlosen DAG's e�2271:6450Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG's e�2054:4255Eine Kante (B ! C) wurde ni
ht eingef�ugt. Die eher s
hwa
he Abh�angigkeit (au
h vorher wurde dieseKante immer erst zuletzt eingef�ugt) wird in dem kleineren Datensatz und evtl. au
h dur
h die ungenauereRepr�asentation der vorgegebenen Wahrs
heinli
hkeiten ni
ht mehr in eine Kante umgesetzt. Sie wird im erstenLauf aber aus dem Originalnetz au
h ni
ht entfernt, da nur dem Einf�ugen einer Kante eine zus�atzli
he H�urdedur
h die Annahme der �Uber
�ussigkeit dieser Kante aufgeb�urdet wird.10.2.6 Versu
h 5: \Vorwissen" aus Daten (Weitere Verkleinerung des Datensatzes)Mit einer weiteren Verkleinereung des Datensatzes vers
h�arft si
h das Problem no
h:> SIMULATE(dag=testDAG,mode=1,alpha=0.2,sampleSize=100)
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Abbildung 25: Gra�s
he Ausgabe des Simulations-ToolsBewertung des Ausgangs-DAG's p(DjShtestDAG): e�199:3071Bewertung des verbesserten Ausgangs-DAG's: e�198:2417Bewertung des kantenlosen DAG's e�217:9348Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG's e�198:2417Zwei Kanten werden aus dem Originalnetz entfernt. Dieselben Kanten fehlen im vollst�andig gelernten Netz.Die Netze stimmen also �uberein. Das Fehlen der Kanten beruht hier ni
ht auf einem Fehler in der Lern-heuristik, sondern auf den zu s
hwa
hen Abh�angigkeiten und der ungenaueren Repr�asentation der e
htenWahrs
heinli
hkeiten dur
h die Daten, je weniger Daten zur Verf�ugung stehen.10.2.7 Versu
h 6: Mit Bayes's
hem \Unwissen" (geringes Gewi
ht)In einer weiteren Testreihe soll au
h das zweite Verfahren zum Umgang mit fehlendem Vorwissen - der Um-setzung in Bayes's
hes \Unwissen" gezeigt werden:> SIMULATE(dag=testDAG,mode=2,alpha=0.001,sampleSize=10000)
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Abbildung 26: Gra�s
he Ausgabe des Simulations-ToolsBewertung des Ausgangs-DAG's p(DjShtestDAG): e�25484:3477Bewertung des verbesserten Ausgangs-DAG's: | | | | (keine Verbesserung)Bewertung des kantenlosen DAG's e�28255:5547Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG's e�25487:7461Das Gewi
ht des Vorwissens wurde klein gew�ahlt. Das Ergebnis ist identis
h dem des anderen Verfahrens.10.2.8 Versu
h 7: Mit Bayes's
hem \Unwissen" (erh�ohtes Gewi
ht)Zum Verglei
h w�ahlen wir einen gro�en Wert f�ur alpha(weight):> SIMULATE(dag=testDAG,mode=2,alpha=0.1,sampleSize=10000)
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Abbildung 27: Gra�s
he Ausgabe des Simulations-ToolsBewertung des Ausgangs-DAG's p(DjShtestDAG): e�26561:5234Bewertung des verbesserten Ausgangs-DAG's: e�26466:6797Bewertung des kantenlosen DAG's e�28951:4453Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG's e�26478:3125Wie s
hon in Abs
hnitt 8.2 gezeigt wurde, sehen wir au
h hier, da� dur
h die Verwis
hung der im Daten-satz repr�asentierten e
hten Wahrs
heinli
hkeiten, dur
h das willk�urli
h gew�ahlte Vorwissen und die unan-gemessene Vergr�o�erung des Gesamtbeoba
htungsumfangs von 10000 Daten um 1000 imagin�are Vorwissen-Beoba
htungen ni
ht etwa weniger sondern mehr Kanten (Abh�angigkeiten) gefunden werden. Das dieses aberau
h hier, bei fast perfekt zu einem bestimmten Netz passenden Daten ges
hieht, zeigt wie ein zu hoherUserSampleSize-Wert geeignet ist, selbst geringste numeris
h bedingte S
hein-Abh�angigkeiten in den Datenin Kanten umzusetzen.
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10.3 Bere
hnungen mit dem Kredit-Datensatz10.3.1 Der Kredit-DatensatzMerkmal Aus- Bes
hreibung Merkmal Aus- Bes
hreibungpr�ag. pr�ag.Kredit 0 R�u
kzahlung ni
ht ok in jetziger 1 < 1 Jahr1 R�u
kzahlung ok Wohnung1) 2 � 1 Jahrlaufendes 1 kein Kontostand Verm�ogen 1 Haus & GrundKonto1) 2 � 0 DM oder 2 Bauspar / Lebensvers.Gehaltskonto (min.1J.) 3 PKW, sonstiges3 kein laufendes Konto 4 ni
ht ermittelbar / keinLaufzeit1) 1 � 12 Monate Wohnung 1 Mietwohnung(des Darlehens) 2 > 12, � 24 Monate 2 Eigentumswohnung3 > 24 Monate 3 kostenlose WohnungMoral1) 1 bish. keine Kredit / ok H�ohe1) 1 � 2000 DM(bish. R�u
k- 2 bei der Bank bish. ok 2 > 2000, � 4000 DMzahlungsmoral) 3 sonst 2 > 4000 DMNutzung1) 1 PKW Alter1) 1 � 25 Jahre(Verwendung) 2 Einri
htung 2 > 25, � 35 Jahre3 Ausbildung, Betrieb 3 > 35, � 60 Jahre4 Urlaub, sonstiges 4 > 60 Jahreweitere 1 ja bisherige 1 max. einenRatenkredite1) 2 nein Ratenkredite1) 2 mehr als einenSparkonto1) 1 < 1000 DM B�urgen 1 keine2 � 1000 DM 2 Mitantragsteller3 ni
ht ermittelbar / 3 B�urgekein SparkontoBes
h�afti- 1 ni
ht / < 1 Jahr Personen 1 0 bis 2gungszeit1) 2 � 1, < 7 Jahre (unterhalts- 2 3 und mehr3 � 7 Jahre bere
htigt)Ratenh�ohe1) 1 > 35 % Telefon2) 1 nein(in % des 2 � 20, � 35 % 2 jaEinkommens) 3 < 20 %Familienst./ 1 m�annl. ges
hieden Beruf 1 kein / ni
ht se�haftGes
hle
ht 2 weibl. verh./ges
h. 2 ungelernt + se�haft3 m�annl. ledig 3 Fa
harbeiter / Beamter4 m�annl. verh./verw. 4 F�uhrungskraft / selbstst. /5 weibl. ledig gehobener BeamterGastarbeiter2) 1 ja2 nein1) Die Merkmale wurden teilweise (anders) kategorisiert (als in der Originalquelle)2) Der Datensatz stammt aus den 70'er Jahren und wurde nur gem�a� 1) ver�andertund insbesondere ni
ht auf politi
al 
orre
tness hin untersu
htDer Kredit-Datensatz enth�alt 1000 F�alle (Beoba
htungen), in denen jeweils alle 21 Merkmale beoba
htetwurden, der Datensatz ist also vollst�andig und entspri
ht damit unseren Bedingungen an einen Datensatz31.Quellen: [Fahrmeir / Tutz (1994)℄ und [Fahrmeir / Hamerle / Tutz (1996)℄, sowie unterhttp://www.stat.uni-muen
hen.de/data-sets/
redit/
redit.html10.3.2 Versu
h 1: \Vorwissen" aus Daten (geringer Anteil)Wie bei den mittels Sampling erzeugten Daten hier zun�a
hst ein Versu
h mit aus 20% der Daten gewonnenem\Vorwissen" (alpha=0.2).31Problematis
h ist allerdings, da� die F�alle des Kreditdatensatzes vorselektiert wurden, da nur vergebene Krediteenthalten sind, aber ni
ht jeder Antragssteller einen Kredit erhalten haben d�urfte.64



> learnDAG1 _ LEARN(dag=kreditDAG,dataset=kredit,alpha=0.2)+--------------------------------------------------------------------+| FIND / IMPROVE NETSTRUCTUR OF A BAYESIAN (CAUSAL) NETWORK || BY GIVEN DATA (AND USER-KNOWLEDGE) |+--------------------------------------------------------------------+START dataset ......................... : sorting (2 b faster)
ases in dataset ................ : 1000different 
ases in dataset ...... : 993 (-0.7 %)number of edges in initial DAG .. : 0possible 
hanges ex
luded by user : 0testing DAG only with data ...... : splitting datasplitting data by ............... : 0.800:0.200 (data:pseudo-alpha)sear
h mode ..................... : retra
tions allowedpossible 
hanges are ............ : add del reverse edgesmax. 
ount of 
hanges ........... : 100term for net-prior .............. : is not used
al
ulate for D(ata) & S(tru
tur) : p(D|S)max. shown improves ............. : show only 
hangesSEARCH[ 0℄ INIT rate for initial DAG p(D|S) = exp( -13604.7637)+--------------------------------------------------------------------+[ 1℄ | ADD wohnung ---> vermoegen p(D|S) = exp( -13433.4043) |[ 2℄ | ADD bish.raten ---> moral p(D|S) = exp( -13269.2197) |[ 3℄ | ADD laufzeit ---> hoehe p(D|S) = exp( -13112.0752) |[ 4℄ | ADD telefon ---> beruf p(D|S) = exp( -13037.4902) |[ 5℄ | ADD ratenhoehe ---> hoehe p(D|S) = exp( -12973.1250) |[ 6℄ | ADD alter ---> bes
hzeit p(D|S) = exp( -12919.8643) |[ 7℄ | ADD kredit ---> lfd.konto p(D|S) = exp( -12871.6152) |[ 8℄ | ADD wohnung ---> alter p(D|S) = exp( -12829.0840) |[ 9℄ | ADD alter ---> fam.ges
hl p(D|S) = exp( -12792.1934) |[ 10℄ | ADD fam.ges
hl ---> personen p(D|S) = exp( -12757.9199) |[ 11℄ | ADD vermoegen ---> laufzeit p(D|S) = exp( -12724.8701) |[ 12℄ | ADD weit.raten ---> moral p(D|S) = exp( -12694.6758) |[ 13℄ | ADD bes
hzeit ---> beruf p(D|S) = exp( -12667.8418) |[ 14℄ | ADD beruf ---> vermoegen p(D|S) = exp( -12637.3711) |[ 15℄ | ADD hoehe ---> nutzung p(D|S) = exp( -12615.0186) |[ 16℄ | ADD moral ---> kredit p(D|S) = exp( -12595.9277) |[ 17℄ | ADD bes
hzeit ---> jetzt.wohn p(D|S) = exp( -12576.8047) |[ 18℄ | ADD laufzeit ---> kredit p(D|S) = exp( -12563.8984) |[ 19℄ | ADD alter ---> telefon p(D|S) = exp( -12552.1162) |[ 20℄ | ADD vermoegen ---> buergen p(D|S) = exp( -12540.5420) |[ 21℄ | ADD kredit ---> sparkonto p(D|S) = exp( -12530.5039) |[ 22℄ | ADD alter ---> personen p(D|S) = exp( -12518.4424) |[ 23℄ | ADD wohnung ---> jetzt.wohn p(D|S) = exp( -12509.3770) |[ 24℄ | ADD telefon ---> hoehe p(D|S) = exp( -12497.2197) |[ 25℄ | ADD laufzeit ---> gastarb p(D|S) = exp( -12489.8877) |[ 26℄ | ADD bes
hzeit ---> ratenhoehe p(D|S) = exp( -12482.6611) |[ 27℄ | ADD nutzung ---> lfd.konto p(D|S) = exp( -12474.6719) |[ 28℄ | ADD alter ---> bish.raten p(D|S) = exp( -12469.1992) |[ 29℄ | ADD nutzung ---> weit.raten p(D|S) = exp( -12464.0967) |[ 30℄ | ADD gastarb ---> nutzung p(D|S) = exp( -12458.7119) |[ 31℄ | ADD hoehe ---> sparkonto p(D|S) = exp( -12453.4033) |[ 32℄ | ADD wohnung ---> fam.ges
hl p(D|S) = exp( -12444.6680) |[ 33℄ | ADD personen ---> gastarb p(D|S) = exp( -12440.8037) |[ 34℄ | ADD gastarb ---> moral p(D|S) = exp( -12435.5537) |[ 35℄ | ADD vermoegen ---> gastarb p(D|S) = exp( -12429.5898) |[ 36℄ | ADD gastarb ---> kredit p(D|S) = exp( -12424.3672) |[ 37℄ | REV personen </-> fam.ges
hl p(D|S) = exp( -12417.3750) |[ 38℄ | ADD laufzeit ---> nutzung p(D|S) = exp( -12408.5947) |[ 39℄ | ADD hoehe ---> bish.raten p(D|S) = exp( -12405.3105) |[ 40℄ | ADD bes
hzeit ---> kredit p(D|S) = exp( -12396.1895) |[ 41℄ | ADD telefon ---> laufzeit p(D|S) = exp( -12392.6973) |[ 42℄ | ADD fam.ges
hl ---> bes
hzeit p(D|S) = exp( -12384.1865) |[ 43℄ | ADD personen ---> beruf p(D|S) = exp( -12378.7705) |[ 44℄ | ADD lfd.konto ---> buergen p(D|S) = exp( -12373.9111) |+--------------------------------------------------------------------+[ 45℄ STOP no improvement p(D|S) = exp( -12373.9111)An der Ausgabe des Lernalgorithmus' abzulesen ist u.a., da� si
h unter den 1000 Beoba
htungen im Kredit-Datensatz 993 untes
hiedli
he F�alle be�nden. Die vom Lernalgorithmus zun�a
hst vorgenommene Gruppierungder Daten hat damit kaum eine EÆzienzsteigerung zur Folge. Unter den rund 2,6 Mio theoretis
h m�ogli
henunters
hiedli
hen Auspr�agungskombinationen ist damit nur eine vers
hwindend geringe Anzahl tats�a
hli
h ver-65
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Abbildung 28: Gra�s
he Ausgabe des Lernalgorithmus'Bewertung des kantenlosen DAG's e�13604:7637Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG's e�12373:9111treten (0,000038%). Rund 2,6 Mio betr�agt au
h die Anzahl der Zellen einer gemeinsamen Wahrs
heinli
hkeits-oder au
h Kontingenztafel aller 21 Merkmale. Aber eben nur zu 993 dieser Zellen liegen Daten vor und zuden allermeisten dieser 993 Zellen liegt nur genau eine Beoba
htung vor. Wir sehen also wie unm�ogli
h esw�are Abh�angigkeiten unter allen Merkmalen aus diesen Daten abzuleiten. Zudem w�are das Ergebnis einerRe
hnung mit Tafeln sol
her Gr�o�e erst na
h geraumer Zeit zu erwarten.10.3.3 Versu
h 2: \Vorwissen" aus Daten (erh�ohter Anteil)�Aquivalent dem zweiten Testlauf mit Daten-Sampling variieren wir nun den Anteil der f�ur das \Vorwissen"genutzten Daten auf 50% (alpha=0.5).> learnDAG2 _ LEARN(dag=kreditDAG,dataset=kredit,alpha=0.5)37 Kanten werden in das gelernte Netz learnDAG2 gegen�uber dem kantelosen Netz kreditDAG eingef�ugt. Er-wartungsgem�a� sinkt mit der Vers
hiebung des Teilungsverh�altnisses der Daten zugunsten des \Vorwissens"die Anzahl der Kanten im erlernten DAG learnDAG2 gegen�uber learnDAG1. Zum einen stehen, um Abh�angig-keiten zu veri�zieren weniger Daten zur Verf�ugung; zum anderen wird der Unabh�angigkeitsannahme (Kante�uber
�ussig) in Form des Vorwissens mehr Gewi
ht beigemessen.
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Abbildung 29: Gra�s
he Ausgabe des Lernalgorithmus'Bewertung des kantenlosen DAG's e�8496:6641Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG's e�7722:724610.3.4 Verglei
h von Versu
h 1 und Versu
h 2Die gelernten Netze aus Versu
h 1 und Versu
h 2 unters
heiden si
h auf den ersten Bli
k deutli
h. Gegen�uberdem ersten Versu
h sind im zweiten DAG 18 Kanten vollkommen ver�andert, 10 sind umgedreht worden. Daszweite DAG hat insgesamt 6 Kanten weniger als das erste. Im Verglei
h mit der Ausgabe des Lernalgorith-mus' zum ersten Versu
h kann man erkennen, da� von den dort zuletzt gefundenen 7 Kanten im zweitenDAG 6 Kanten (ersatzlos) fehlen. Damit sind mit der Erh�ohung des Vorwissen-Gewi
hts, von der Kantetelefon ! laufzeit abgesehen, die s
hw�a
hsten 6 Abh�angigkeiten fallen gelassen worden. Die restli
hen 6fehlenden Kanten werden wieder dur
h 6 neue Kanten ausgegli
hen. Die �Anderungen in diesem Berei
h sindweniger im Informationsgehalt des DAG's als vielmehr nur in der Struktur des DAG's begr�undet. So �ndenwir im ersten DAG z.B. die Struktur:gastarbeiter! moral  weit:ratenIm zweiten DAG sieht die Struktur dieser drei Knoten so aus:gastarbeiter! weit:raten moralDie zugeh�origen Teilgraphen im moralis
hen Graphen (siehe Abs
hnitt 2.3.1) sind aber identis
h, dementspre-
hend au
h die Abh�angigkeiten unter diesen drei Knoten.
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h 1 mit Versu
h 2Kanten im DAG 43Gel�os
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hs-DAG 6Hinzugef�ugte Kanten gegen�uber dem Verglei
hs-DAG 12Umgedrehte Kanten gegen�uber dem Verglei
hs-DAG 10
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10.3.5 Versu
h 3: Mit Bayes's
hem \Unwissen" (geringes Gewi
ht)In einem weiteren Testlauf erzeugen wir nun selbst Tafeln, die unser Unwissen �uber die wahren Verteilun-gen wiederspiegeln. Damit benutzen wir die zweite Variante um mit fehlendem Vorwissen umzugehen (sieheAbs
hnitt 8.2).> learnDAG3 _ LEARN(dag=kreditDAG,dataset=kredit,tables=dagzerotabs,alpha=0.01)+--------------------------------------------------------------------+| FIND / IMPROVE NETSTRUCTUR OF A BAYESIAN (CAUSAL) NETWORK || BY GIVEN DATA (AND USER-KNOWLEDGE) |+--------------------------------------------------------------------+START dataset ......................... : sorting (2 b faster)
ases in dataset ................ : 1000different 
ases in dataset ...... : 993 (-0.7 %)number of edges in initial DAG .. : 0possible 
hanges ex
luded by user : 0testing DAG with alpha and data . : weight alpha by sample-sizesample-size ..................... : 10sear
h mode ..................... : retra
tions allowedpossible 
hanges are ............ : add del reverse edgesmax. 
ount of 
hanges ........... : 100term for net-prior .............. : is not used
al
ulate for D(ata) & S(tru
tur) : p(D|S)max. shown improves ............. : show only 
hangesSEARCH[ 0℄ INIT rate for initial DAG p(D|S) = exp( -17113.7031)+--------------------------------------------------------------------+[ 1℄ | ADD vermoegen ---> wohnung p(D|S) = exp( -16908.6680) |[ 2℄ | ADD moral ---> bish.raten p(D|S) = exp( -16707.0742) |[ 3℄ | ADD laufzeit ---> hoehe p(D|S) = exp( -16517.8750) |[ 4℄ | ADD beruf ---> telefon p(D|S) = exp( -16428.7676) |[ 5℄ | ADD ratenhoehe ---> hoehe p(D|S) = exp( -16364.3477) |[ 6℄ | ADD bes
hzeit ---> alter p(D|S) = exp( -16305.3672) |[ 7℄ | ADD kredit ---> lfd.konto p(D|S) = exp( -16248.1660) |[ 8℄ | ADD fam.ges
hl ---> personen p(D|S) = exp( -16209.9141) |[ 9℄ | ADD alter ---> fam.ges
hl p(D|S) = exp( -16172.8457) |[ 10℄ | ADD vermoegen ---> beruf p(D|S) = exp( -16136.4297) |[ 11℄ | ADD hoehe ---> vermoegen p(D|S) = exp( -16103.0947) |[ 12℄ | ADD moral ---> weit.raten p(D|S) = exp( -16071.1895) |[ 13℄ | ADD beruf ---> bes
hzeit p(D|S) = exp( -16042.5391) |[ 14℄ | ADD kredit ---> moral p(D|S) = exp( -16021.0234) |[ 15℄ | ADD bes
hzeit ---> jetzt.wohn p(D|S) = exp( -15999.7266) |[ 16℄ | ADD hoehe ---> nutzung p(D|S) = exp( -15979.4668) |[ 17℄ | ADD wohnung ---> alter p(D|S) = exp( -15961.9316) |[ 18℄ | ADD kredit ---> laufzeit p(D|S) = exp( -15948.9707) |[ 19℄ | ADD vermoegen ---> buergen p(D|S) = exp( -15938.9258) |[ 20℄ | ADD kredit ---> sparkonto p(D|S) = exp( -15929.1475) |[ 21℄ | REV alter </-> bes
hzeit p(D|S) = exp( -15920.6377) |[ 22℄ | ADD buergen ---> gastarb p(D|S) = exp( -15913.3145) |[ 23℄ | ADD wohnung ---> jetzt.wohn p(D|S) = exp( -15907.4355) |[ 24℄ | ADD alter ---> personen p(D|S) = exp( -15902.6934) |[ 25℄ | ADD laufzeit ---> gastarb p(D|S) = exp( -15899.2129) |[ 26℄ | ADD weit.raten ---> bish.raten p(D|S) = exp( -15897.7822) |[ 27℄ | ADD kredit ---> weit.raten p(D|S) = exp( -15897.1797) |[ 28℄ | ADD gastarb ---> nutzung p(D|S) = exp( -15896.8252) |[ 29℄ | REV moral </-> kredit p(D|S) = exp( -15896.8242) |+--------------------------------------------------------------------+[ 30℄ STOP no improvement p(D|S) = exp( -15896.8242)Mit dem Wert alpha=0.01 geben wir dem \Vorwissen" ein Gewi
ht entspre
hend 10 Beoba
htungen (1000 �0:01 = 10). Es entsteht damit ein Gesamtbeoba
htungsumfang (Daten und Vorwissen) von 1010 Beoba
h-tungen. Es werden mit einer Anzahl von 27 weniger Kanten gefunden als in den beiden Versu
hen zuvor.Ist die Gewi
htung des Vor-(Un-)Wissesn zu ho
h oder zu niedrig (oder genau ri
htig) ? Zum einen bedenkeman, wie klein die Werte in einer einzelnen �i-Tafel werden sobald der Knoten Xi Eltern bekommt, wenndie Gesamtsumme aller Zellen dieser Tafel nur 10 betr�agt. S
hnell sinken die Werte einzelner Zellen unter1 ab (siehe Abs
hnitt 8.2.1 - 8.2.3). Zum anderen ist die Erh�ohung des Gesamtbeoba
htungsumfangs um 10- eigentli
h ungere
htfertigte - Beoba
htungen bei (nur) 1000 e
hten Beoba
htungen s
hon ni
ht mehr ganzbedeutungslos. 69
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Abbildung 31: Gra�s
he Ausgabe des Lernalgorithmus'Bewertung des kantenlosen DAG's e�17113:7031Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG's e�15896:824210.3.6 Versu
h 4: Mit Bayes's
hem \Unwissen" (minimales Gewi
ht)Um den si
h s
hon im letzten Versu
h andeutenden E�ekt zu verdeutli
hen, nehmen wir hier zun�a
hst eineVerringerung des Vorwissen-Gewi
hts auf alpha=0.001 � einer Beoba
htung vor.learnDAG4 _ LEARN(dag=kreditDAG,dataset=kredit,tables=dagzerotabs,alpha=0.001)22 Kanten werden gelernt. Das aber s
heint, au
h ohne die beste Netzstruktur zu kennen, angesi
hts derersten beiden Versu
he zu wenig zu sein. Das Gegengewi
ht gegen die Daten wird kleiner, denno
h sinkt dieKantenanzahl. Die Werte der einzelnen �-Tafel-Zellen sind hier si
her zu klein (siehe Abs
hnitt 8.2.1 - 8.2.3)Die Erh�ohung des Gesamtbeoba
htungsumfangs um 1 zu den 1000 Beoba
htungen im Kredit-Datensatz isthier dagegen als unproblematis
h gering anzusehen.
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Abbildung 32: Gra�s
he Ausgabe des Lernalgorithmus'Bewertung des kantenlosen DAG's e�17112:2012Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG's e�16052:581110.3.7 Verglei
h von Versu
h 3 und Versu
h 4Die hier vergli
henen Netze unters
heiden si
h weitaus deutli
her in ihrem Informationsgehalt, als die zuvorvergli
henen Netze aus Versu
h 1 und Versu
h 2. Insgesamt hat das Netz aus Versu
h 4 f�unf Kanten weniger.Es fehlen aber 9 Kanten des Netzes aus Versu
h 3. Von den im Netz aus Versu
h 4 hinzugekommenen vierKanten ersetzt jedo
h keine eine der neun fehlenden Kanten, bezogen auf den moralis
hen Graphen. DieWahl der UserSampleSize hat hier also ni
ht nur Auswirkungen auf die Kantenanzahl, sondern au
h auf denInformationsgehalt - die Abh�angigkeitsstrukturen im gelernten Netz.
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deleted (reversed) addedAbbildung 33: Gra�s
her Verglei
h von Versu
h 4 mit Versu
h 3Kanten im DAG 22Gel�os
hte Kanten gegen�uber dem Verglei
hs-DAG 9Hinzugef�ugte Kanten gegen�uber dem Verglei
hs-DAG 4Umgedrehte Kanten gegen�uber dem Verglei
hs-DAG 6
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10.3.8 Versu
h 5: Mit Bayes's
hem \Unwissen" (rel. hohes Gewi
ht)Mit einer Erh�ohung des Vorwissen-Gewi
hts auf alpha=0.1 � 100 Beoba
htungen testen wir nun den entge-gengesetzten Fall gegen�uber dem letzten Testlauf.learnDAG4 _ LEARN(dag=kreditDAG,dataset=kredit,tables=dagzerotabs,alpha=0.1)Diesmal werden 49 Kanten gelernt. Das aber s
heint wiederum zu viel zu sein (overfitting). Indem wir unserem\Unwissen" ein Gewi
ht von 10% der Daten verleihen, wird der Gesamtbeoba
htungsumfang ungere
htfertigtstark erh�oht und damit die aus den Daten ableitbaren Abh�angigkeiten verzerrt und das ni
ht unbedingt inRi
htung Unabh�angigkeit, wie an der Kantenanzahl abzulesen ist.
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Abbildung 34: Gra�s
he Ausgabe des Lernalgorithmus'Bewertung des kantenlosen DAG's e�17552:6523Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG's e�16164:572310.4 Daten-Sampling10.4.1 Verfahren zum Daten-SamplingUm von zuf�alligen S
hwankungen ni
ht freie Daten zu erzeugen benutzen wir folgendes Verfahren:Haben wir eine Wahrs
heinli
hkeitsverteilung zu einem Merkmal vorgegeben zB:p(A) a1 a2 a3Wahrs
heinli
hkeitsverteilung: 0.2 0.5 0.3Einteilung in Segmente: � 0:2 > 0:2 und � 0:7 > 0:7 und � 1so erzeugen wir eine Zufallszahl im Intervall ℄ 0; 1 ℄ und ents
heiden uns f�ur die Auspr�agung des Merkmals, indessen Segment die Zufallszahl geh�ort. Lautet die Zufallszahl 0.4532, so ents
heiden wir uns bei der konkretzu erzeugenden Beoba
htung f�ur die Auspr�agung a2 des Merkmals A, da 0:2 < 0:4532 � 0:7. F�ur jede zuerzeugende Beoba
htung beginnen wir mit diesem Verfahren bei den elternlosen Knoten und vergeben danns
hrittweise die Auspr�agungen der Merkmale deren Elternauspr�agungen bereits erzeugt wurden, so da� jeweilsdie bedingte Wahrs
heinli
hkeitsverteilung p(XijPai; Sh) f�ur die zuf�allige Erzeugung der Auspr�agungen in derbes
hriebenen Art herangezogen werden k�onnen. Dieses Verfahren wird f�ur einen Datensatz entspre
hend oftdes gew�uns
hten Beoba
htungsumfangs wiederholt.10.4.2 Versu
h 1: B ! A! CDas Vorgegebene Netz ist B ! A ! C. Zu diesem Netz gibt es aber zwei �aquivalente Netze, die exakt dieglei
hen Abh�angigkeiten abbilden. Diese Netze sind: B  A  C und B  A ! C. Bei der Bestimmungder Tre�er m�ussen diese beiden Netze ber�u
ksi
htigt werden. Es werden jeweils 1000 vers
hiedene Datens�atzeerzeugt und zu jedem eine Netzstruktur gelernt.Vorwissen aus 20% der Daten
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Abbildung 35: SamplingNetz: B ! A! C B  A C B  A! C totalBeoba
htungsumfang:10 16 3 314 333 � 33%25 26 52 435 513 � 51%50 43 111 591 745 � 75%125 69 161 641 871 � 87%250 80 142 669 891 � 89%500 105 137 640 882 � 88%1000 95 112 676 883 � 88%10000 108 158 630 896 � 90%Die drei Netze sind �aquivalent. Trotzdem f�allt auf, da� das dritte Netz �uberdur
hs
hnittli
h oft pr�aferiertwird. Das liegt aber auss
hlie�li
h an der Su
hheuristik, wie die Ausgabe eines einzelnen Su
hlaufs f�ur einenDatensatz mit dem Beoba
htungsumfang = 1000 zeigt:SEARCH[ 0℄ INIT rate for initial DAG p(D|S) = exp( -1218.9229)+--------------------------------------------------------------------+| A ---> B -1205.7817* || B ---> A -1205.7817* || A ---> C -1065.2100* || C ---> A -1065.2100* || B ---> C -1213.9038 || C ---> B -1213.9038 |[ 1℄ | ADD A ---> C p(D|S) = exp( -1013.2998) |+--------------------------------------------------------------------+| A ---> B -1000.1587* || B ---> A -1000.1587* || C ---> B -1008.2808 |[ 2℄ | ADD A ---> B p(D|S) = exp( -996.8511) |+--------------------------------------------------------------------+[ 3℄ STOP no improvement p(D|S) = exp( -996.8511)Hier sind neben den tats�a
hli
hen Ver�anderungen au
h Testbewertungen der m�ogli
hen Ver�anderungen dar-gestellt, sofern sie eine Verbesserung der Netzstruktur bewirken. Obwohl glei
h gut bewertet, wird die KanteA ! C vor der umgekehrten Kante C ! A bewertet. Es wird aber bei glei
hen Bewertungen die zuerstge-fundene L�osung beibehalten. Dasselbe gilt im zweiten S
hritt f�ur die Kante A ! B, die wiederum vor derglei
hwertigen Kante B ! A bewertet und somit als L�osung beibehalten wird. Nur relativ selten ergeben si
hdur
h die konkreten Werte andere L�osungswege, in deren Verlauf dann au
h das erste bzw. das zweite Netzgefunden werden.UserSampleSize=0, \�+ 1"-Methode
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Netz: B ! A! C B  A C B  A! C totalBeoba
htungsumfang:10 207 4 75 286 � 29%25 393 3 24 420 � 42%50 523 2 9 534 � 53%125 754 0 1 755 � 76%250 890 0 0 890 � 89%500 968 0 0 968 � 97%1000 987 0 0 987 � 99%10000 1000 0 0 1000 � 100%10.4.3 Versu
h 2: B ! A CDas Vorgegebene Netz ist B ! A C. Zu diesem Netz gibt es ein �aquivalentes Netz: B  A C.Vorwissen aus 20% der DatenNetz: B ! A C B  A C totalBeoba
htungsumfang:10 11 500 511 � 51%25 58 531 589 � 59%50 46 413 459 � 46%125 83 610 693 � 69%250 131 623 754 � 75%500 126 648 774 � 77%1000 102 660 762 � 76%10000 143 645 788 � 79%Es gilt wieder, wie im Versu
h 1, da� die KanteA! B vorB ! A bewertet wird und daher bei Glei
hwertigkeitpr�aferiert wird, so da� das Vorgegebene Netz seltener gefunden wird als das �aquivalente zweite Netz.UserSampleSize=0, \�+ 1"-MethodeNetz: B ! A C B  A C totalBeoba
htungsumfang:10 256 66 322 � 32%25 395 18 413 � 41%50 488 5 493 � 49%125 614 0 614 � 61%250 779 0 779 � 78%500 834 0 834 � 83%1000 879 0 879 � 88%10000 969 0 969 � 97%10.4.4 Versu
h 3: B ! A CDas Vorgegebene Netz ist B ! A  C. Zu diesem Netz gibt es aber mehrere Netze, die den glei
henmoralis
hen Graphen aufweisen. Obwohl sie ni
ht exakt den glei
hen Informationsgehalt aufweisen, sind siedo
h re
ht �ahnli
h. Diese Netze sind: A! C  B und A! B  C, sowie alle vollst�andig verbundenen DAG's(3-Kanten-DAG's). Bei der Bestimmung der Tre�er m�ussen diese Netze also ebenfalls ber�u
ksi
htigt werden.Es werden wieder jeweils 1000 vers
hiedene Datens�atze erzeugt und zu jedem eine Netzstruktur gelernt. Dadie Gefahr, da� mit f�ur das Endergebnis ung�unstigen Kanten begonnen wird relativ ho
h ist, geben wir ineiner parallelen Testreihe eine Kante (B ! A) vor und beginnen mit diesem DAG den Lernalgorithmus. DieseErgebnisse sind in Klammern angegeben.Vorwissen aus 20% der Daten
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Netz: B ! A C A! C  B A! B  C 3 Kanten totalBeob.umf.:10 12 54 25 64 155 � 15%(235) (12) (1) (89) (337 � 34%)25 43 53 12 47 176 � 18%(236) (16) (0) (43) (295 � 30%)50 58 46 6 69 179 � 18%(265) (14) (1) (38) (318 � 32%)125 135 28 0 186 249 � 25%(471) (2) (0) (45) (518 � 52%)250 153 1 0 333 487 � 49%(595) (0) (0) (59) (654 � 65%)500 207 0 0 487 694 � 69%(734) (0) (0) (74) (808 � 81%)1000 187 0 0 709 896 � 90%(854) (0) (0) (67) (921 � 92%)10000 232 0 0 768 1000 � 100%(891) (0) (0) (109) (1000 � 100%)Nimmt man die drei �ahnli
hen Netze zusammen, so steigert si
h die Tre�erquote auf erstaunli
he 100%. Den-no
h wird das vorgegebene Netz au
h dann nur mit einem Anteil von 23% gefunden. Hier wurde mit Absi
htein Netz gew�ahlt, da� der Su
hheuristik Probleme bereitet. Zu oft werden die Kanten A! C bzw. A! B, deneigentli
h ri
htigen, umgekehrten Kanten C ! A bzw. B ! A zun�a
hst f�ur glei
hwertig gehalten und da in derSu
hreihenfolge fr�uher gefunden au
h favorisiert. Sp�ater kann dur
h die begrenzte Bli
kweite des Su
halgo-rithmus' �uber eine Kanten�anderung hinweg, dieser Fehler nur no
h dur
h eine zus�atzli
he Kante ausgegli
henwerden, wodur
h die Abh�angigkeiten abgebildet werden jedo
h mit zu vielen Parametern (over�tting). Erstindem der Su
halgorithmus mit der Vorgabe einer Kante auf die ri
htige F�ahrte gesetzt wird, errei
ht er zu89% wirkli
h das ri
htige Ergebnis. In den restli
hen 11% der erzeugen Daten ist dagegen der Ein
u� zuf�alli-ger S
hwankungen o�enbar au
h bei diesem relativ hohen Beoba
htungsumfang von 10000 F�allen no
h ho
hgenug, um einen vollst�andig verbundnen Graphen als ri
htiger ers
heinen zu lassen.UserSampleSize=0, \�+ 1"-MethodeNetz: B ! A C A! C  B A! B  C 3 Kanten totalBeob.umf.:10 33 12 86 53 184 � 18%25 35 2 89 77 204 � 20%50 24 1 79 101 205 � 21%125 63 0 35 130 228 � 23%250 197 0 7 135 239 � 24%500 408 0 0 138 546 � 55%1000 658 0 0 124 682 � 68%10000 978 0 0 22 1000 � 100%Bei dieser Variante wird o�enbar eine \Vorgabekante" weniger stark ben�otigt, da bei 10000 Beoba
htungenfast auss
hlie�li
h das korrekte Netz gelernt wird.SEARCH[ 0℄ INIT rate for initial DAG p(D|S) = exp( -18658.7266)+--------------------------------------------------------------------+[ 1℄ | ADD A ---> C p(D|S) = exp( -17643.3438) |[ 2℄ | ADD B ---> A p(D|S) = exp( -17409.2188) |[ 3℄ | REV C </-> A p(D|S) = exp( -17361.1094) |+--------------------------------------------------------------------+[ 4℄ STOP no improvement p(D|S) = exp( -17361.1094)Wie an der Ausgabe zu erkennen ist, wird zwar in den allermeisten F�allen zun�a
hst die Kante zwis
hen Aund C in der letztli
h fals
hen Ri
htung eingef�ugt, jedo
h dana
h umgedreht, was hier problemlos ist, da demkeine H�urde entgegensteht, wie das bei der 20%igen Verwendung der Daten als Vorwissen der Fall gewesen ist.10.4.5 Verglei
h der beiden TestvariantenEin wenig �uberras
hend ist, da� die \� + 1"-Methode o�enbar sensitiver gegen�uber Kantenri
htungen ist,au
h bei im Informationsgehalt �aquivalenten Netzen. Das h�angt auss
hlie�li
h mit der konkret vorgegebe-77



nen Wahrs
heinli
hkeitsverteilung zusammen. Es gilt hierbei, da� die S
hwankungen von p(XijPai; Sh) ge-gen�uber 1ri (ri = Anzahl der Auspr�agungen von Xi) jeweils gr�o�er sind als die umgekehrten S
hwankungender p(PajXi; Sh0) 8Pa 2 Pai (Sh0 = Netz mit Kante Xi ! Pa statt Pa ! Xi) (vgl. Abs
hnitt 6.7). Werdenandere Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen gew�ahlt, so kann si
h dieser E�ekt in sein Gegenteil verkehren, d.h. eswird dann jeweils die umgekehrte Kante der eigentli
h vorgegebenen pr�aferiert. So erh�alt man z.B. mit anderenWahrs
heinli
hkeitsvorgaben f�ur das Netz aus Versu
h 1 bei 1000 Testl�aufen:UserSampleSize=0, \�+ 1"-Methode (Wahrs
heinli
hkeits-Zufalls-Generator-Init: rnd)Netz: B ! A! C B  A C B  A! C totalBeoba
htungsumfang:(rnd = 11) 1000 143 766 0 809 � 81%(rnd = 42) 1000 47 856 0 893 � 89%(rnd = 88) 1000 0 861 123 984 � 98%Dieses s
heinbare \Indiz" f�ur die Kantenri
htung wird aber abges
hw�a
ht, wenn nur 80% der Daten ver-wendet werden und demgegen�uber \Vorwissen" steht, da� eine jeweils neue Kante als �uber
�ussig annimmt,also Unabh�angigkeit ausdr�u
kt, ansonsten aber die vorgegebene, aus den Daten ableitbare Wahrs
heinli
h-keitsverteilung dur
haus korrekt abbildet. Dann werden oft vers
hiedene Kantenri
htungen als glei
hwertigbetra
htet, da si
h die Bewertungen im Rahmen der Darstellungsgenauigkeit ni
ht mehr unters
heiden (sieheau
h Abs
hnitt 6.7).Zum Verglei
h die Variante mit \Vorwissen-Gewinnung" aus den Daten:Vorwissen aus 20% der Daten (Wahrs
heinli
hkeits-Zufalls-Generator-Init: rnd)Netz: B ! A! C B  A C B  A! C totalBeoba
htungsumfang:(rnd = 11) 1000 117 148 623 888 � 89%(rnd = 42) 1000 109 141 626 876 � 88%(rnd = 88) 1000 162 172 585 919 � 92%Dieser Unters
hied in den beiden Lernmethoden ist also Ergebnis der Wahl der Wahrs
heinli
hkeitsverteilungund kann ni
ht als Qualit�atsmerkmal der \�+1"-Methode, au
h bezogen auf anderweitig erzeugte bzw. e
hteDaten, gesehen werden.Weniger �uberras
hend ist dagegen, da� die Variante, in der 20% der Daten als \Vorwissen" benutzt werden,bei relativ geringen Beoba
htungsumf�angen, eine h�ohere Tre�erquote erzielt, d.h. die zuf�alligen S
hwankun-gen besser auzuglei
hen in der Lage ist, wohingegen bei hohen Beoba
htungsumf�angen diese S
hwankungenkeine so gro�e Rolle mehr spielen (s
hwa
hes Gesetz der Gro�en Zahlen) und si
h die Ergebnisse beider Lern-verfahren ann�ahern und s
hlie�li
h die \� + 1"-Methode u.U. sogar eine h�ohere Tre�erquote erzielt, da wiebes
hrieben, bei Verwendung von 20% der Daten als \Vorwissen" na
h wie vor �ofter mit fals
hen Kantenri
h-tungen begonnen wird, die sp�ater dur
h die verwendete Su
h-Heuristik (Greedy) ni
ht mehr zu beri
htigensind. Dieses gilt aber je na
h Wahrs
heinli
hkeitsverteilung nur in bestimmten F�allen. In den beiden obendargestellten Simulationsstudien errei
ht in der ersten Testreihe die \Vorwissen-Aus-Daten-Methode" au
hbei dem relativ hohen Beoba
htungsumfang die bessere Tre�erquote.Man bedenke dabei, da� die Frage was ein \hoher" Beoba
htungsumfang ist, von der Komplexit�at der Netz-struktur abh�angt - s
heint in den drei Beispielen ein Umfang von 1000 oder sogar 10000 Beoba
htungen s
honals fast �ubertrieben ho
h, so waren die 1000 Beoba
htungen im Kredit-Datensatz zuvor eher knapp bemessen.11 Implementierung und Te
hnis
hes11.1 Vorraussetzungen und Grundlagen11.1.1 Implementierungsspra
he(n)Die Implementierung des Netzstruktur-Lernalgorithmus' war in der interaktiven vor allem im Berei
h derStatistik verbreiteten Programmierspra
he S-Plus vorzunehmen bzw. f�ur die Verwendung in S-Plus auszulegen,wobei au
h die in S-Plus zur Verf�ugung stehende C-S
hnittstelle genutzt werden durfte.
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zu  erreichen  ist.

S-Plus nicht  mehr

C/C++ kann  selbst

zusaetzl. Speicher

belegen,d.aber aus

S-Plus

{ # Groessen-Vektoren
  # der benoetigten
  # Objekte anlegen
  # (Dimensionsanzahl
  # bekannt)

obj1

obj2

obj3

dim.vek3

dim.vek1

[[5]]

[[6]]

[[4]]

[[2]]

[[3]]

[[1]]

Dimensions-Vektoren

Speicher

Dimensions-Vektoren
Objekte und ihre  # Extrahieren der  

             obj3))
             obj2,
return (list(obj1,

obj3 _ ret.list[{6]]
obj2 _ ret.list[[5]]
obj1 _ ret.list[[4]]

dim.vek1_ret.list[[1]]

dim.vek2_ret.list[[2]]

dim.vek3_ret.list[[3]]

dim.vek1_c(0,0,0,0,0)

dim.vek2_c(0,0,0)

dim.vek3_c(0,0,0,0)

Aufruf

dim.vek3

dim.vek1

dim.vek2

Kopie

Aufruf

Kopie

  # Diemensions-Vekt.
  # Anlegen der Obj.

ret.list

[[1]]

[[2]]

[[3]]

dim.vek2

XYZ _ function (...)

ret.list

C / C++

}

}

{ /* Die Objekte entspr. den
     zu machenden Berechnungen
     fuellen (Dimensions-Vekt.

extern "C"

{

}

Verweise auf S-Plus-Objekte

void XYZ_dim(long *dim_vek1,

             long  *dim_vek2,
             long  *dim_vek3,
             float *obj1,
             float *obj2,
             float *obj3)

               long *dim_vek2,
                 long *dim_vek3)

{ /* Feststellen der Groessen
     der benoetigtenObjekte   */

     unveraendert)            */

Verweise auf S-Plus-Obj.

ret.list_.C("XYZ_dim",
            dim.vek1,
            dim.vek2,
            dim.vek3)

  # Rueckgabe der Obj.
  # Extrahieren der Obj.

void XYZ_mk (long  *dim_vek1,

1)

dim(obj1) <- dim.vek1
obj1_c(1:prod(dim.vek1))

obj2_c(1:prod(dim.vek2))
dim(obj2) <- dim.vek2

obj3_c(1:prod(dim.vek3))
dim(obj3) <- dim.vek3

                obj3)
                obj2,
                obj1,
            dim.vek3,
            dim.vek2,
            dim.vek1,
ret.list_.C("XYZ_mk",
2)

Abbildung 36: S
hematis
he Darstellung der verwendeten Struktur bei der Bere
hnung vonS-Plus-Objekten (mei�t Matritzen und mehrdimensionale Tafeln) dur
h C/C++ FunktionenS-Plus Spei
her C / C++1) zus�atzli
he Typ- S-Plus erstellt grunds�atzli
h das C/C++-Modul mu�festlegung n�otig bei einem C-Funktions-Aufruf vor dem Aufruf der2) zus�atzli
he Typ- eine Kopie der Parameter; C-Funktionen in S-Plusfestlegung n�otig �ubergeben werden die Kopien! geladen werden
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11.1.2 S-PlusS-Plus besitzt neben der M�ogli
hkeit interaktiv Funktionen aufzurufen, vor allem den Vorteil, da� au
h kom-plexe Datentypen, wie Vektoren, Matritzen, mehrdimensionale Tafeln und (gemis
hte) Listen vers
hiedensterTypen nebst grundlegenden Operationen auf entspre
henden Objekten32 implementiert sind. Ein weitererVorteil von S-Plus ist, da� eine Datenbank zur Spei
herung sol
her Objekte �uber die L�ange einer Re
hnersit-zung hinaus zur Verf�ugung steht. Von ents
heidendem Na
hteil ist aber, da� wenn ni
ht haupts�a
hli
h auf dieerw�ahnten fest implementierten grundlegenden Re
henoperationen zur�u
kgegri�en werden kann, S-Plus selbstf�ur eine Interpreterspra
he33 ni
ht im eigentli
hen Sinne s
hnell zu nennen ist. Daher die M�ogli
hkeit auf inC (oder au
h Fortran) ges
hriebene Funktionen zuzugreifen und die bekannterma�en hohe Ges
hwindigkeitdieser Compiler-Spra
he34 zu nutzen. Da die verwendeten Objekte letztenendes in S-Plus zu benutzen und zu\sehen" sind, bietet si
h eine Nutzung der vorhandenen Datentypen (bzw. Klassen, im objektorientierten Sinn)zur Darstellung der ben�otigten Objekte an. Wir gehen im folgenden Abs
hnitt darauf ein, wie die einzelnenObjekte sinnvollerweise zu repr�asentieren sind.11.1.3 Festlegung der Spei
herklassen in S-PlusBei der �Ubergabe komplexer, wie au
h einfa
her Datentypen an eine C-Funktion ist darauf zu a
hten, da� derSpei
hertyp der einzelnen Elemente in S-Plus zuvor festgelegt wird. Dabei entspri
ht:S-Plus C in C++ au
hstorage.mode(Obje
tXYZ)<-"integer" long* long& (f. Einzelwerte)storage.mode(Obje
tXYZ)<-"single" float* float& (f. Einzelwerte)storage.mode(Obje
tXYZ)<-"
hara
ter" 
har**oderas.integer(Obje
tXYZ) long* long& (f. Einzelwerte)as.single(Obje
tXYZ) float* float& (f. Einzelwerte)as.
hara
ter(Obje
tXYZ) 
har**Der Unters
hied zwis
hen den beiden Varianten mitstorage.mode()<- "<type>"undas.<type>()besteht darin, da� im ersteren Fall die Struktur des (komplexen) Datentyps in S-Plus erhalten bleibt, w�ahrenddie alternative Methode dazu f�uhrt, da� die Struktur verloren geht und die Daten in die Form eines Vektor(alle Elemente eindimensional aufgereiht) �uberf�uhrt werden. Diese Unters
heidung bezieht si
h jedo
h nur aufS-Plus selbst.11.1.4 Aufspaltung von (gemis
hten) ObjektenBei der �Ubergabe an C verliert ein Objekt in jedem Fall die Informationen �uber seine (komplexe) Struktur.Ents
heidend ist bei der Festlegung der Spei
herklasse, da� ein Objekt eines komplexen Datentyps \sortenrein"getrennt wird. So l�a�t si
h z.B. eine Matrix mit Zeilen- und/oder Spaltennamen ni
ht in ein \integer"-Objektumwandeln. F�ur die �Ubergabe an C-Funktionen m�ussen also komplexe Datentypen evtl. aufgespalten werden.Beispiel: Aufspaltung und Typfestlegung einer Ganzahl-Matrixa.matrix,die Zeilen und Spaltennamen enth�alt:32S-Plus ist im weiteren Sinne eine objektorientierte Spra
he, so da� wir im Zusammenhang mit den erw�ahntenDatentypen au
h von Objekten spre
hen. Allerdings unters
heidet si
h der S-Plus-Ansatz bez�ugli
h Objektorientiertheitdeutli
h von anderen Spra
hen und wird kaum (au
h hier ni
ht) benutzt.33der Programm
ode wird erst w�ahrend der Ausf�uhrung st�u
kweise \interpretiert" (in Mas
hinen
ode umgesetzt)34der gesamte Programm
ode wird vorab in Mas
hinen
ode �ubersetzt (
ompiliert)80



my.matrix _ as.integer(unlist(a.matrix,re
ursive=TRUE,use.names=FALSE))dim.of.my.matrix _ as.integer(dim(a.matrix))names.of.my.matrix _ as.
hara
ter(names(a.matrix))row.names.my.matrix _ as.
hara
ter(row.names(a.matrix))Neben Namensbezei
hnungen m�ussen insbesondere au
h Dimensionsvektoren, wie sie in S-Plus dur
hdim(Obje
tXYZ)zu einem Objekt erhalten werden k�onnen, gesondert an C-Funktionen �ubergeben werden, damit sie in diesenbekannt sind, da mit der Aufspaltung und �Ubergabe der S-Plus-Objekte an C-Funktionen in jedem Fall dieStrukturinformationen der Objekte verloren gehen.11.1.5 Erstellung der Objekte in zwei StufenIn jedem Falle ist es n�otig, die Objekte, in denen C-Funktionen ihre Ergebnisse zur�u
kgeben, zuvor in S-Plus(z.B. mit \0" gef�ullt) anzulegen, d.h. insbesondere sie in ihrer Gr�o�e (Anzahl Elemente) festzulegen. Da oftselbst die Bere
hnung der Gr�o�en, also der Dimensionsvektoren, der vers
hiedenen ben�otigten Objekte zu(zeit-) aufwendig ist, um sie in S-Plus dur
hzuf�uhren, erfolgt die Bere
hnung, wie in Abbildung 36 dargestelltevtl. in zwei S
hritten:1. Bere
hnung der Dimensionsvektoren der erforderli
hen Objekte dur
h eine C-Funktion, wobei wir davonausgehen, da� die L�ange - d.h. die Anzahl der Dimensionen des ben�oigten Objekts - s
hon in S-Plusbekannt (erre
henbar) ist. Andernfalls w�urde no
h ein weiterer, vorangestellter S
hritt zur Bere
hnungdieses Wertes n�otig werden.2. Erstellung der Objekte, entspre
hend der im ersten S
hritt bere
hneten Gr�o�e und Aufruf einer zweitenC-Funktion, um die Objekte entspre
hend den dur
h die C-Funktion vorzunehmenden Bere
hnungen zuf�ullen.11.1.6 Laden von C/C++-ModulenBevor eine/mehrere C-Funktion(en) aus S-Plus heraus mit.C("<funktionsname>",<parameterliste>)aufrufbar ist, mu� das C-Modul, da� die entpsre
hende(n) (
ompilierten) Funktion(en), die �ubli
herweise ineinem \.o"-File vorliegen, geladen werden. Das ges
hieht �ubli
herweise mit:dyn.load("<pfad>+<file.o>")11.1.7 Nutzung der Vorteile von C++ gegen�uber CAu�er in C kann au
h in C++ programmiert werden. Ledigli
h die S
hnittstellenfunktionen, im in Abbildung36 dargestellten Beispiel w�aren dies:XYZ_dim() und XYZ_mk()m�ussen na
h au�en hin C-Format haben. Dieses kann einfa
h dadur
h errei
ht werden, da� die Funktionen ineinenextern "C" { }Blo
k einges
hlossen werden. Die Verwendung von C++ hat den Vorteil, da� der objektorientierte Ansatz inS-Plus au
h bei der Programmierung in C++ fortgef�uhrt werden kann.Beispiel einer C++-Klasse au
h zur �Ubernahme von aus S-Plus �ubergebenen (eindimensionalen) Vektoren,(zweidimensionalen) Matritzen und mehhrdimensionalen Tafeln (f�ur Gleitkommazahlen), in
lusive der Imple-mentierung einer Elementfunktion f�ur den Zugri� auf einzelne Zellen:81




lass 
omplexObje
t{prote
ted:// Attribute //float *field; // Zeiger auf Datenfeldlong n; // Anzahl der Dimensionenlong *dim; // Auspraegungen pro Dimension
har **stateLabels[MAXDIM℄; // Array der Auspraegungslabelspubli
:// Deklarationen: Konstruktoren
omplexObje
t (float*, long*, long, // z.B. Konstruktor zur Ueber-
har**, 
har**) // nahme von S-Plus-Objekten/* ... */// Deklarationen: Elementfunktionen (Methoden)float *elem (long*) // Zugriff auf einzelne Zellen/* ... */};float* 
omplexObje
t::elem (long *Elem){ long N, ElemNr=0, dimProdu
t=1;if (n>0) {for(N=0; N<n ; N++) {// Wenn Koordinaten ausserhalb der Objekt-Grenzen// werden die Koordinaten entspre
hend angepasstif (Elem[N℄<1) Elem[N℄=r[N℄-((0-Elem[N-1℄)%r[N℄);else if (Elem[N℄>r[N℄) Elem[N-1℄=((Elem[N-1℄-1)%r[N℄)+1;ElemNr += dimProdu
t * (Elem[N℄-1);dimProdu
t *= dim[N℄;}return (&field[ElemNr℄); // Zeiger auf das gesu
hte Element} else return(NULL); // Objekt leer oder ni
ht in Ordnung}11.1.8 Objekt�ubergabe / Objekterzeugung (S-Plus/C++)Dur
h geeignete Konstruktoren k�onnen entweder die Datenfelder f�ur*field, *dim und **stateLabelsaus C++ heraus mit der aus der Standard-Bibliothekstdlib.h ( #in
lude <stdlib.h> )stammenden Funktion
allo
()angelegt werden, um C++-interne Objekte zu erzeugen, oder die Zeiger k�onnen auf die �Ubergabewerte auseinem S-Plus-Aufruf referenziert werden, so da� ohne Umkopieren direkt die S-Plus-�Ubergabedaten �ubernom-men werden und somit au
h bei der R�u
kgabe keine Umkopierarbeiten anfallen. Dies gilt in diesem Beispieljedo
h ni
ht f�ur das Attribut:n,da die Anzahl der Dimensionen ohnehin vorher in S-Plus zur Erzeugung des Dimensionsvektors bekannt seinmu� und daher nie (ver�andert) zur�u
kgegeben werden kann.Ein �Ubernahme-Konstruktor f�ur S-Plus-Objekte in C++-Objekte kann dann beispielsweise so aussehen:
omplexObje
t::
omplexObje
t (float *S_Obje
t,long *S_Dim,long S_N,
har **S_ColNames,
har **S_RowNames){ 82



long i, j;if (S_N>0) {dim=S_Dim;n=S_N;field = S_Obje
t;for(j=0;j<N;j++) {stateLabels[j℄=NULL; // initif (j==0 && S_RowNames!=NULL) {stateLabels[0℄=S_RowNames;} else if (j==1 && S_ColNames!=NULL) {stateLabels[1℄=S_ColNames;}}} else n=0; // evtl. Fehler bei Uebergabe}Damit kann die komplette �Ubernahme z.B. einer Matrix von S-Plus na
h C/C++ wie folgt realisiert werden:S-PlusUebergabe _ fun
tion(a.matrix){ dyn.load("Uebernahme.o")my.matrix _ as.integer(unlist(a.matrix,re
ursive=TRUE,use.names=FALSE))dim.of.my.matrix _ as.integer(dim(a.matrix))names.of.my.matrix _ as.
hara
ter(names(a.matrix))row.names.my.matrix _ as.
hara
ter(row.names(a.matrix))my.new.matrix.list _ .C("Matrix_Uebernahme",my.matrix,dim.of.my.matrix,as.integer(2),names.of.my.matrix,row.names.my.matrix)my.new.matrix _ my.new.matrix.list[[1℄℄dim(my.new.matrix) <- my.new.matrix.list[[2℄℄row.names(my.new.matrix) <- my.new.matrix.list[[4℄℄names(my.new.matrix) <- my.new.matrix.list[[5℄℄return(my.new.matrix)}C++// File: Uebernahme.

extern "C"{ void Matrix_Uebernahme(float *S_Obje
t,long *S_Dim,long &S_N,
har **S_ColNames,
har **S_RowNames){ // Uebernahme der Matrixteile und Zusammenbau zu// dem C++-Objekt C_Matrix:
omplexObje
t C_Matrix(S_Obje
t,S_Dim,S_N,S_ColNames,S_RowNames);/* Veraenderung des Matrixinhalts mithilfeweiterer (Element-) Funktionen */}}11.1.9 Der \Zwei-Stufen-Fall"Zuletzt haben wir konkret den einfa
heren Fall betra
htet, in dem die Gr�o�e des zu �ubergebenden Objekts,der Matrix 83



a.matrixbereits bekannt ist. Dieser Fall ist f�ur den Kern des Lernalgorithmus' ausrei
hend, da die Gr�o�e des DAG-Objekts s
hon vor dem Aufruf der Lern-Routine bekannt sein mu�, zumindest wenn wir den DAG so re-pr�asentieren, wie dies im folgenden Abs
hnitt vorgestellt wird. Die s
hwierigere Variante �ndet aber u.U. beiRandproblemen, wie der Erstellung mittels C-Funktionen der Vorwissen-Wahrs
heinli
hkeits-Tafeln oder au
hbei der Erstellung eines kompletten Bayes's
hen-Netz-Objekts zur weiteren Verwendung (z.B. Inferenzbere
h-nung) ihre Anwendung. Der Parameterfloat *S_Obje
tkann dann an eine erste C-Funktion ni
ht �ubergeben werden. Der Dimensionsvektorlong *S_Dimwird leer (mit \0" gef�ullt) �ubergeben und dur
h die erste C-Funktion mit den erre
hneten Werten f�ur dieben�otigte Objektgr�o�e belegt. Dana
h kann mitObje
tXYZ _ 
(1:prod(dim.of.my.obje
t))Obje
tXYZ <- dim.of.my.obje
tstorage.mode(Obje
tXYZ) <- "single"das Objekt selbst in S-Plus angelegt werden und zur Bestimmung der Werte - wie zuvor bes
hrieben - an eineweitere C-Funktion �ubergeben werden. Dabei stehtdim.of.my.obje
tf�ur den R�u
kgabewert, des in C bere
hneten Dimensionsvektors undprod(dim.of.my.obje
t)f�ur eine Funktion, die Q dim:of:my:obje
t - also die Anzahl der Zellen des Objekts - ergibt.11.1.10 Listen Komplexer ObjekteF�ur die Erstellung mehrerer, in ihrer Anzahl variabler mehrdimensionaler Objekte, z.B. im Falle der Wahr-s
heinli
hkeitstafelerstellung, k�onnen u.U. die Dimensionsvektoren selbst zu einem komplexeren Typ zusam-mengef�ugt werden, z.B. einer n�m-Matrix f�ur n Tafeln mit je m Dimensionen:dim.matrix _ matrix(data=0,n
ol=n,nrow=m)storage.mode(dim.matrix) <- "integer"Au
h die Tafeln selbst k�onnen, um sie an C �ubergeben zu k�onnen, als ein Objekt erzeugt werden, z.B. als einMega-Vektor, der sp�ater in die einzelnen Tafeln aufzusplitten ist (sowohl in C/C++ zur Bere
hnung, als au
hna
h der R�u
kgabe in S-Plus, um sie in ans
hauli
her(er) Art zu spei
hern):all.obje
ts _ 
(elements.in.all.obje
ts),wobeielements.in.all.obje
tsf�ur das Ergebnis einer Funktion steht, die PnQm dim:matrix, also die Anzahl der Zellen in allen Tafelnzusammen - ergibt.Die �Uberf�uhrung eines sol
hen Mega-Vektors in eine Liste mehrdimensionaler Tafeln kann in S-Plus folgen-derma�en ges
hehen:
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reate.table.list _ fun
tion(all.obje
ts,dim.matrix){ Table.List _ list(1:dim(dim.matrix)[1℄)Pos _ 1for (i in 1:dim(dim.matrix)[2℄) {Prod _ 1for (j in 1:dim(dim.matrix)[1℄)Prod _ Prod * dim.matrix[j,i℄Table _ all.obje
ts[Pos:(Pos+Prod-1)℄dim(Table) <- dim.matrix[,i℄Table.List[[i℄℄ _ TablePos _ Pos + Prod}return(Table.List)}in C++ wird zun�a
hst eine Klasse zur Repr�asentation einer 
omplexObje
t-Liste ben�otigt:
lass 
omplexObjList{publi
:// Attribute //long nTables; // Anzahl Tables
lass 
omlexObje
t *Tables; // Tafel-Liste/* Konstruktoren, Element-Funktionen (Methoden) */};Dur
h die Bibliotheks-Funktion
allo
() (<stdlib.h>)kann in einem Konstruktor zun�a
hst Spei
her f�ur n 
omplexObje
ts reserviert werden. Die Zeiger-Attributeder einzelnen ObjekteListObjXYZ[i℄.dim; ListObjXYZ[i℄.field;k�onnen dann auf die entspre
henden Segmente, der aus S-Plus �ubergebenen Objektedim.matrix bzw. all.obje
tsreferenziert werden.11.2 Repr�asentation der ObjekteF�ur das weitere Vorgehen bei der Umsetzung des Lern-Algorithmus' ist es von Bedeutung, wie die ben�otigtenObjekte repr�asentiert werden.11.2.1 Die Wahrs
heinli
hkeitstafelnIm Fall etwa der Wahrs
heinli
hkeitstafeln (Vorwissen) ist die Frage der Umsetzung in S-Plus-Objekte innat�urli
her Weise dur
h die zur Verf�ugung stehenden Datentypen geregelt. Es bietet si
h eine Liste mehrdi-mensionaler Tafeln an. Da wir eine feste Zuordnung von Merkmalen (Knoten) zu Dimensionen vornehmen,sind alle (zu n-Knoten gegebenen) Tafeln n-dimensional. F�ur den Dimensionsvektor einer Tafel i gilt daherdim(table.list[[i℄℄)[k℄ == 1wennMerkmal k ni
ht in der Tafel enthalten ist. Wie mit sol
hen Listen mehrdimensionaler Tafeln zu verfahrenist, hatten wir bereits im vorigen Abs
hnitt erl�autert.11.2.2 Der DatensatzAu
h die Repr�asentation eines Datensatzes ist dur
h S-Plus s
hon weitgehend vorgegeben. Es handelt si
hs
hli
ht um eine Matrix, deren Spalten den Merkmalen und deren Zeilen je einem beoba
hteten Fall entspre-
hen. 85
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11.2.3 Der DAGF�ur die Umsetzung des DAG's in ein S-Plus-Objekt g�abe es mehrere M�ogli
hkeiten, unter denen gew�ahltwerden k�onnte. M�ogli
h w�are etwa eine n-elementige Liste von (unters
hiedli
h langen) Vektoren, die jeweilsdie Eltern (oder au
h die Kinder) eines Knotens angeben. Diese Variante hat den Vorteil, da� der DAGmit einem Minimum an Spei
her dargestellt wird. Denno
h favorisieren wir eine Alternative. Der DAG wirddur
h eine n� n-Matrix wiedergegeben, wobei der Wert in der i-ten Zeile und der l-ten Spalte angibt, ob XlElternknoten von Xi ist.DAG[i,l℄==TRUE : l ist Elternknoten von iDAG[i,j℄==FALSE: j ist ni
ht Elternknoten von iDiese Variante enth�alt Redundanz, indem sie sowohl gesetzte, als au
h ni
ht gesetzte Kanten darstellt und zueiner gesetzen Kante au
h zus�atzli
h die Information darstellt, da� sie in der anderen Ri
htung ni
ht gesetztist, was aber in einem DAG per De�nition gegeben ist. Sie ist aber f�ur eine glei
hf�ormige Bere
hnungsstrukturund au
h f�ur die Nutzung der C-S
hnittstelle lei
hter zu handhaben. Da DAG's nur eine relativ begrenzteKnotenanzahl beinhalten, kann das Problem der ni
ht optimalen Spei
hernutzung und das ebenfalls resul-tierende Problem der ni
ht optimalen Bere
hnungsges
hwindigkeit, beim Dur
hsu
hen der DAG-Matrix na
hKanten, verna
hl�assigt werden.11.3 (Daten-) Struktur des Lernalgorithmus'Wir haben nun theoretis
h die Glei
hungen und Formeln aufgestellt, um eine Netzstruktur und von dieserausgehend weitere abgeleitete Strukturen zu bewerten und um daraus einen Lernalgorithmus zu entwi
keln(Greedy-Sear
h). Au�erdem haben wir die grundlegenden Fragen na
h der zu verwendenen Implementierungs-methode gekl�art und wollen nun beides zusammenf�uhren.Der Lernalgorithmus geht von folgenden Ausgangsgr�o�en aus:1. Einem Datensatz D, der in der Form einer Matrix gegeben wird.2. Einer initialen DAG-Matrix, wel
he das Vorwissen �uber die Netzstruktur repr�asentiert, die aber au
h\leer" (kantenlos) sein darf.3. Einer Matrix in derselben Gr�o�e wie die DAG-Matrix, die verbotene, bzw. erlaubte Kanten�anderungenin der DAG-Matrix darstellt. Man bea
hte, da� jede Zelle der DAG-Matrix einer Kante in einer bestimm-ten Ri
htung entspri
ht (die Diagonale bleibt ausgenommen, da hier \TRUE's" Kanten entspr�a
hen, dieder De�nition des DAG's widerspr�a
hen). Wir legen fest, da� der Wert TRUE in dieser zweiten Matrixdas Verbot bedeutet, diese Zelle in der DAG-Matrix zu ver�andern. Diese Ver�anderungs-Verbots-Matrixnennen wir kurz NOCHANGE-Matrix.4. U.U. den bedingten Wahrs
heinli
hkeitstafeln, entspre
hend der Struktur des initialen DAG's, die dasVorwissen bez�ugli
h der Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen darstellen. Dieses Vorwissen kann au
h in derForm von \Unwissen" im Bayess
hen Sinne gegeben werden, also in der Form von mit Glei
hverteilunggef�ullten Tafeln, wobei die Wahl der UserSampleSize (siehe Abs
hnitt 8.2.1 - 8.2.3) problematis
h ist.Alternativ kann dieses Wissen au
h g�anzli
h weggelassen werden, wobei dann das Vorwissen entspre-
hend Abs
hnitt 8.3 wie die normalen Kontingenztafeln ebenfalls aus den Daten gewonnen wird.5. Einem Gewi
htsverh�altnis des Datensatz' D zum Vorwissen (ALPHAWEIGHT), aus dem bei gegebenemVorwissen die UserSampleSize erre
hnet wird und bei fehlendem Vorwissen der Anteil der Daten, derf�ur das Vorwissen (bzw. wel
her weiterhin f�ur die normalen Kontingenztafeln) Verwendung �ndet.6. Einer Angabe, ob mit der \�+ 1-Methode" gere
hnet werden soll (ALPHAPLUS1)7. Einer Begrenzung der Anzahl der maximal vorzunehmenden Verbesserungss
hritte (MAXITER)8. Einer Angabe ob zus�atzli
h eine Bestimmung der Netz-a-priori-Wahrs
heinli
hkeit p(Sh) gem�a� Glei-
hung (40) in die Gesamtbewertung einbezogen werden soll (USENETPRIOR)
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Abbildung 38: S
hematis
he Darstellung der bei einer Netzbere
hnung verwendeten Objekte1) vom Benutzer ausges
hlossen (NOCHANGE) 2) Zirkel; evtl. sp�ater zu bere
hnen3) beste �Anderung als Bsp.: Kante umdrehen 4) neue Grundbewertung f�ur 2 Knoten(beide Zeilen im n�a
hsten S
hritt neu bere
hnen) i.d.R. := 3) Ausnahme siehe 8)5) Neubere
hnung von zwei Wahrs
heinli
hkeits- 6) neuzubere
hnende Wsk.-Tafelntafeln 7) neuzubere
hnende Kontingenztafeln8) Bere
hnung di�eriert ohne Vorw.-Angabe 9) Ohne Vorw.-Angabe evtl. Neu-(Bere
hnung �ahnli
h den Kontingenztafeln) bere
hnung statt �Ubernahme88



11.3.1 Mit VorwissenBei gegebenem Vorwissen k�onnen nun aus diesem, entspre
hend den in Kapitel 7 vorgestellten Bere
hnungs-s
hritten, die gemeinsamen Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen jedes Knotens gemeinsam mit seinen Eltern er-re
hnet werden. Man bea
hte, da� wir f�ur weitere Bere
hnungen zu abgeleiteten Netzstrukturen diese gemein-samen Wahrs
heinli
hkeitstafeln no
h ben�otigen, w�ahrend wir die �-\Vorwissen-Kontingenztafeln", die dur
hdie Multiplikation mit der UserSampleSize entstehen, erst beim Einsetzen der Werte in die Bere
hnungs-formel (Glei
hung (26)) benutzen. Es ist daher sinnvoll, die gemeinsamen Wahrs
heinli
hkeitstafeln w�ahrendeines Laufs des Lernagorithmus' zu spei
hern und die �-Werte erst bei der Einsetzung in Glei
hung (26) zuerzeugen. �ijk = [1+℄UserSampleSize � p(Xi = k;Pai = jjSh) (41)�ij = [ri+℄UserSampleSize �Xk p(Xi = k;Pai = jjSh) (42)ri ist die Anzahl der Auspr�agungen von Xi(Die Terme in e
kigen Klammern sind nur bei der \�+ 1-Methode" zu verwenden.)W�ahrend diese Tafeln jeweils an die konkrete Netzstruktur Shneu angepa�t werden, belassen wir die bedingtenWahrs
heinli
hkeitstafeln unver�andert entspre
hend Shorig , um aus ihnen evtl. das Original-Vorwissen ableitenzu k�onnen (siehe Glei
hung ???). Daneben ben�otigen wir zum Verglei
h, ob die Original-Tafeln zur Bere
h-nung herangezogen werden m�ussen35, die original DAG-Matrix zu Shorig, m�ussen also zur Darstellung desaktuellen Graphen Shakt, zu einem Zeitpunkt des Lernalgorithmus's anfangs einmalig eine Kopie anlegen, diedann fortlaufend ver�andert wird. Zur Repr�asentation des Test-DAG's Shneu wird dagegen ni
ht unbedingt eineweitere Kopie ben�otigt, da die Test-�Anderungen in der Matrix zu Shakt vorgenommen, bewertet und wiederzur�u
kgenommen werden k�onnen, bis si
h eine �Anderung als deutli
hste Verbesserung herausstellt und in Shakt�ubernommen wird. Im Gegensatz dazu sollten zur Darstellung der entspre
hend Shneu abgeleiteten �-Vorwissen-Tafeln andere Objekte als die Wahrs
heinli
hkeitstafeln zu Shakt verwendet werden, da eine R�u
knahme derTest-�Anderungen hier sonst problematis
h w�are.11.3.2 Gruppierte DatenZu dem vorgegebenen Netz Shorig, wie au
h zu jedem sp�ater zu testenden Netz Shneu, werden die Kontingenzta-feln (Nijk) aus der Datensatz-Matrix zu D abgeleitet. Da dieser S
hritt evtl. sehr oft zu wiederholen ist, wirdi.d.R. dur
h die Gruppierung der Daten36 eine Ges
hwindigkeitssteigerung bei der Bere
hnung erzielt.11.3.3 Ohne VorwissenBei ni
ht gegebenem Vorwissen werden entspre
hend Abs
hnitt 8.3 au
h die �-Tafeln, wie die Kontingenztafelnaus den Daten erzeugt, wobei im Falle der Bewertung eines Netzes mit einer hinzugekommenen Kante die �-Tafeln zun�a
hst entspre
hend Shakt zu erzeugen sind und erst dana
h, wenn si
h f�ur diese �Anderung ents
hiedenwurde die �'s f�ur eine Grundbewertung no
heinmal entspre
hend dem neuen Shakt erzeugt werden. Wennohne Vorwissen gearbeitet wird, werden die �- und Kontigenztafeln no
h mit je einem Gewi
htsparametermultipliziert, um eine Verdoppelung des wahren Beoba
htungsumfangs und damit eine �Ubers
h�atzung der mitD gegebenen Information zu vermeiden:�ijk = [1+℄ALPHAWEIGHT ��ijk (43)�ij = [ri+℄ALPHAWEIGTH ��ij (44)Nijk = (1� ALPHAWEIGHT) N�ijk (45)Nij = (1� ALPHAWEIGHT) N�ij (46)35Das war der Fall, wenn eine Kante im Laufe mehrerer Verbesserungss
hritte wiedereingef�ugt wird, die im Original-Ausgangs-Graph Shorig enthalten war, aber in einem vorhergehenden S
hritt gel�os
ht worden war.36Zusammenfassung der F�alle mit f�ur alle Merkmale identis
hen Auspr�agungen
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Abbildung 39:1) ungruppierte Daten2) gruppierte Datenhier seien mit ��ijk , ��ij , N�ijk , N�ij die normal erzeugten Kontingenz-tafeln aus D gemeint, in denender Wert jeder Zelle mit derAnzahl der korespondierendenBeoba
htungen �ubereinstimmtri d. Anzahl d. Auspr�ag. v. Xi(Die Terme in e
kigen Klammern sind nur bei der \�+ 1-Methode" zu verwenden.)11.3.4 Der Grundbewertungs-VektorVor dem ersten Netzverbesserungslauf steht einmalig eine Grundbewertung aller Knoten (einzeln). Diese Be-wertungen werden in einem Vektor abgelegt, das Produkt aller enthaltenen Werte ergibt die Gesamtbewertungf�ur p(DjShorig) ( �p(Shorig) bei Einbeziehung der Netz-a-priori )11.3.5 Die �Anderungsbewertungs-MatrixAlle von einem aktuellen Netz Shakt (anf�angli
h Shorig) abgeleiteten Bewertungen aller Knoten (einzeln), beieinzelnen Kanten�anderungen (d.h. mit Auswirkung nur auf die Elternmenge einzelner Knoten), k�onnen in ei-ner Matrix, in ihrer Gr�o�e �aquivalent zur DAG-Matrix abgelegt werden, indem die zur ge�anderten DAG-Zellekorrespondierende �Anderungs-Matrix-Zelle mit der neuen Bewertung des Knotens (der entspre
henden Zeile)belegt wird. In einem ersten initalen Su
hlauf werden alle Zellen dieser Matrix bere
hnet, die ni
ht zu einerNetzstruktur Shneu geh�oren, die Zirkel enth�alt37. Die Zelle (im Falle von Kantenumkehrungen zwei Zellen)dieser Matrix, mit der die gr�o�te Verbesserung bez�ugli
h p(DjSh) erziehlt wird, kann in den Grundbewer-tungsvektor pro Knoten �ubernommen werden (Ohne Vorwissen mu� bei hinzugef�ugten Kanten neu bere
hnetwerden). Die Zeilen der betro�enen Zelle(n) in der �Anderungs-Bewertungs-Matrix m�ussen gel�os
ht werden, soda� sie im n�a
hsten Lauf neu bere
hnet werden, alle anderen bereits erre
hneten Werte behalten ihre G�ultig-keit. Die im letzten Verbesserungslauf �ubernommenen Zellen der �Anderungs-Bewertungs-Matrix m�ussen imdarau�olgenden Lauf ni
ht sofort neu bere
hnet werden, da dadur
h das vorhergehende Netz bewertet w�urde,das aber bereits als s
hle
hter als das aktuelle erkannt wurde (Im Falle der Umkehrung einer Kante war au
hdas Fehlen dieser Kante zuvor s
hon bewertet und zumindest als weniger gut als eben die Umkehrung derbetre�enden Kante befunden worden). Die Bere
hnung dieser Zellen kann also f�ur einen Su
hlauf ausgesetztwerden.37eine sol
he Zelle wird erst bere
hnet, wenn dur
h vorhergehende Kanten�anderungen kein Zirkel mehr entsteht90



11.4 Struktur des Lernalgorithmus' ( �Uberbli
k )11.5 Re
hnen mit logarithmierten WertenUnsere bisherige Bere
hnungsformel aus Glei
hung (26) birgt, f�ur ni
ht sehr kleine Werte sowohl aus denNijk-, als au
h aus den �ijk-Tabellen, das Problem, da� die Werte der �-Funktion die Gr�o�e jedes �ubli
henDarstellungsberei
hs in Computern sprengen und die Endergebnisse f�ur p(DjSh) wiederum zu klein sind umbei einer re
hnergest�utzten Umsetzung no
h von \0" unters
hieden zu werden. Ein u.a. au
h in der Statistik�ubli
her Ausweg besteht darin, mit logarithmierten Werten zu re
hnen. Wir verwenden daher stattdessen dieFormel: log(p(DjSh)) = Yi Yj �(�ij)�(�ij +Nij)Yk �(�ijk +Nijk)�(�ijk) )= Xi Xj log �(�ij)�(�ij +Nij) +Xk log �(�ijk +Nijk)�(�ijk)= Xi Xj log(�(�ij))� log(�(�ij +Nij))+Xk log(�(�ijk +Nijk))� log(�(�ijk)) (47)Entspre
hend bere
hnen wir bei Einbeziehung der Netz-a-priori statt Glei
hung (40):log(p(DjSh) � p(Sh)) = log(p(DjSh)) + log(p(Sh))= log(p(DjSh)) + log(e�B2 logN )= log(p(DjSh))� B2 logN (48)Damit w�urde aber ni
ht der gew�uns
hte Erfolg zu erzielen sein, nie den Darstellungsberei
h von Zahlen imRe
hner zu �uber- / unters
hreiten, wenn ni
ht in den meisten Programmierspra
hen statt, oder zus�atzli
h zur�- au
h direkt die log �-Funktion implementiert w�are. So ist au
h in der Standartbibliothekmath.h ( #in
lude <math.h> )in C die Funktion(double) lgamma (double)implementiert.
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Learn(matrix:          DAG, NOCHANGE;
      bed.Wsk.-Tafeln: VORWISSEN;
      int:             MAXITER;
      boolean:         USENETPRIOR)

DAG:X-Koord. von 1 bis DAG.breite:

DAG:Y-Koord. von X-Koord+1 bis DAG.hoehe:

Wenn DAG[X,Y]=TRUE dann

Sonst (DAG[X,Y]=FALSE):

Wenn DAG[Y,X]=TRUE dann

Sonst (DAG[Y,X]=FALSE)

Wenn beste Bewertung besser als Ausgangsbewert.:

Anpassung DAG entsprechend beste Aenderung;

  oder umgedreht:

Neue Grundbewertung fuer Knoten mit 

Uebernahme der Aenderungsbewertung fuer
  die Knoten mit geaenderter Elternmenge;

  geaenderter Elternmenge;

Sonst:

Anpassung der Vorw.-Tafeln an neues DAG;

Wenn ohne Vorwissen und Kante hinzugefuegt,

Bewertung mit DAG[Y,X]=FALSE;

Wenn kein Zirkel mit DAG[Y,X]=FALSE
                 und DAG[X,Y]=TRUE:

Bewertung mit DAG[Y,X]=FALSE
          und DAG[X,Y]=TRUE;

                 und DAG[Y,X]=TRUE:
Wenn kein Zirkel mit DAG[X,Y]=FALSE

Bewertung mit DAG[X,Y]=FALSE;

Bewertung mit DAG[X,Y]=FALSE
          und DAG[Y,X]=TRUE;

Wenn kein Zirkel mit DAG[X,Y]=TRUE:

Bewertung mit DAG[X,Y]=TRUE;

Wenn kein Zirkel mit DAG[Y,X]=TRUE:

Bewertung mit DAG[Y,X]=TRUE;

Lauf: Von 1 bis max.zul.Iteration (MAXITER) 
  oder keine Verbesserung im letzten Lauf:

Loeschen der Zeilen in der Aenderungs-:
  Bewerungs-Matrix, die zu Knoten mit 
  veraenderter Elternmenge gehoeren;

2)3)4)

5)

4)

1)

4)
3)

1)

1) 2)

4)

1)

4)
3)

1)

1) 2)

6)

Grundbewertung pro Knoten des initialen Netzes;

Erzeugung der Vorwissen-Wsk-Tafeln p(x,pa(x)|S);

Abbildung 40: Struktur des Lernalgorithmus'1) wenn NOCHANGE[X,Y℄=FALSE bzw. NOCHANGE[Y,X℄=FALSE(d.h. �Anderung erlaubt)2) testweise Anpassung der Vorwissen-Wsk.-Tafeln entspr.Glei
hung (35) testweise Neuerzeugung der Kontingenztafeln3) testweise Anpassung der Vorwissen-Wsk.-Tafeln entspr.Glei
hung (36)/(37) testweise Neuerzeugung der Kontingenztafeln4) testweise Anpassung der Vorwissen-Wsk.-Tafeln entspr.Glei
hung (36)/(37) testweise Neuerzeugung der Kontingenztafeln5) da das \Vorwissen" bei der Testbewertung zum Netz ohne dieneue Kante erzeugt wurde6) Bere
hnung 2,3,4) entspr. Glei
hung (40) um die Bestimmung derNetz-a-priori p(Sh) erweitern, wenn USENETPRIOR=TRUE2), 3) u. 4) Bere
hnung nur, wenn Wert no
h ni
ht ermittelt oder wiedergel�os
ht wurde; sonst kann der Wert aus der �Anderungs-Bewertungs-Matrix direkt als Ergebnis eingesetzt werden, umdie Bewertung des betre�enden Knotens in Shneu zu erhalten92



12 Anhang12.1 Mehrdimensionale Tafeln ( formale De�nitionen )12.1.1 Gr�o�e Mehrdimensionaler TafelnDie Gr�o�e mehrdimensionaler Tafeln kann dur
h einen Dimensions-Auspr�agungs-Vektor kurz dim-Vektor be-s
hrieben werden:Tafel dim-Vektor Anzahl Zellen(eindimensionaler) Vektor mit 4 Zellen dim = (4) 4(zweidimensionale) 3� 8-Matrix dim = (3; 8) 3 � 8 = 24(dreidimensionale) 3� 5� 7-Tafel dim = (3; 5; 7) 3 � 5 � 7 = 1054� 9� 2� 14� 1� 6-Tafel dim = (4; 9; 2; 14; 1; 6) 4 � 9 � 2 � 14::: = 6048allgemein gilt f�ur eine n-dimensionale Tafel dim = (r1; r2; r3; :::; rn) Qi 2f1:::ng riDie L�ange des Dimensions-Auspr�agungs-Vektors entspri
ht der Anzahl der Dimensionen der Tafel. Der i-teWert des Vektors (ri) entspri
ht der Anzahl der Auspr�agungen (Kategorien), in die die i-te Dimension eingeteiltist. F�ur jedes ri (i 2 f1:::ng) gilt ri > 0, da wenn mind. ein ri = 0 au
hQ dim = 0 w�are. F�ur eine (eigentli
h)ni
ht in einer Tafel enthaltene Dimension i setzen wir ri = 1. Bei allen unseren Bere
hnungen gilt f�ur diedim-Vektoren dimX und dimY zweier Tafeln X und Y mit glei
her Dimensionsanzahl n = nX = nY :rXi = rYioder rXi = 1 (ni
ht dargestellte Dimension)oder rYi = 1 (ni
ht dargestellte Dimension)f:a: i 2 f1:::ng12.1.2 Vektoren \in den ( mehrdimensionalen ) Raum legen"Alle verwendeten Tafeln werden bei uns die glei
he Dimensionsanzahl haben, bis auf eine Ausnahme, derMultiplikation einer mehrdimensionalen Tafel T mit einem \Informations"-Vektor I , der zu einem bestimmtenMerkmal in der Tafel T gegeben wird und entspre
hend \in den Raum gelegt" werden mu�. Das ges
hieht auffolgende Weise:Der dim-Vektor des \Informations"-Vektors I dimI = (rI ) wird derart erweitert, da� der neue dim-VektordimI� die glei
he L�ange ( nT ) wie der dim-Vektor der Tafel dimT hat.Im Einzelnen werden die Werte des Vektors folgenderma�en gesetzt:dimI� = (1; 1; 1; :::; rI�l := rI ; 1; 1; 1; :::; rI�nT := 1);wobei l die Nummer der fragli
hen Dimensionin T ist zu der I geh�ortAu
h hier gilt bei uns immer rI = rTl . Damit wird der Vektor zu einer nT -dimensionalen Tafel \ho
htransfor-miert", ohne da� si
h etwa die Anzahl der Zellen �andern w�urde.12.1.3 Gr�o�e resultierender TafelnBei jeder Re
henoperation, die auf eine Tafelmenge T mit zwei oder mehr n-dimensionalen Tafeln angewendetwird, entsteht eine neue Tafel mit ebenfalls n Dimensionen. F�ur den dim-Vektor der resultierenden Tafel Rgilt: rRi = maxT rTiDur
h z.B. Multiplikation von einer 3�1�1-Tafel mit einer 3�4�1-Tafel und einer 1�4�9-Tafel entst�undealso eine 3� 4� 9-Tafel. 93



12.1.4 Zugri� auf einzelne Zellen in mehrdimensionalen TafelnUm auf einzelne Zellen einer mehrdimensionalen Tafel zugreifen zu k�onnen de�nieren wir einen Zugri�soperatorelem(), der einen Koordinaten-Vektor der betre�enden Zelle als Parameter erh�ahlt: (e1; e2; e3; :::; en). Dabeisind Koordinaten, die au�erhalb der Tafel liegen m�ogli
h (ei > rTi ) in einem sol
hen Fall gelte38:T:elem(e1; e2; :::; en) := T:elem(e1 mod rT1 ; e2 mod rT2 ; :::; en mod rTn )Vereinfa
ht ausgedr�u
kt werden bei einem kontinuierli
hen Dur
hlaufen der Tafel, die betre�enden Koordi-naten, die zu einer �Ubers
hreitung der Tafelgrenzen f�uhren, wieder auf 1 zur�u
kgesetzt, um von vorne zubeginnen.12.1.5 Re
henoperationen auf mehrdimensionalen TafelnJede Re
henoperation, wie Multiplikation, Division, Addition oder Subtraktion von mehrdimensionalen TafelnT 1, T 2,... sei dann ( hier am Beispiel der Addition ) bes
hrieben dur
h:R:elem(e1; e2; e3; :::; en) = T 1:elem(e1; e2; e3; :::; en)+ T 2:elem(e1; e2; e3; :::; en)+ :::f:a: ei 2 f1:::rRi g und i 2 f1:::ng12.1.6 Re
hnen mit mehrdimensionalen Tafeln und EinzelwertenWird eine Re
henoperation wie Multiplikation, Division, Addition oder Subtraktion auf eine mehrdimensionaleTafel T und einen einzelnen Wert z (z.B. z = 5) angewendet so entsteht eine Tafel R, f�ur die gilt: dimR := dimTund (am Beispiel der Addition):R:elem(e1; e2; e3; :::; en) = T 1:elem(e1; e2; e3; :::; en) + Z8ei 2 f1:::rRi g und i 2 f1:::ngDieses Verfahren ist �aquivalent zu einer �Uberf�uhrung von z in eine einzellige nT -dimensionale Tafel Z, f�urderen dim-Vektor gilt: rZi = 1 8i 2 f1:::nZg (nZ := nT ).12.1.7 Marginale Tafeln / MarginalisierungSollen eine oder mehrere Dimensionen in einer Tafel ni
ht mehr auftau
hen, weil die enthaltene Informationverna
hl�assigt werden soll, so kann �uber diese Dimensionen marginalisiert werden. In der resultierenden TafelM \fallen" sol
he Dimensionen \zusammen", d.h. es gilt f�ur den dim-Vektor dimM : rMm = 1 f�ur alle zumarginalisierenden Dimensionen m.F�ur die Werte der einzelnen Zellen der marginalen Tafel M gilt (mit m 2 fm1;m2g):M:elem(e1; :::; 1; :::; 1; :::en) = Xem12f1:::rTm1g Xem22f1:::rTm2g T:elem(e1; :::; em1 ; :::; em2 ; :::; en)�M = Xm1;m2 T12.1.8 Gewinnung einzelner Zellen einer KontingenztafelEine Zelle einer Kontingenztafel K zu dem in Abs
hnitt 1.6 dargestellten Datensatz, kann wie folgt gewonnenwerden: K:elem(21� 30 J; 181� 190 
m; Informatiker; 0� 10 Kamele; blond):= Anzahl F �alle in D mit :Alter = 21� 30 Jahre;Gr�o�e = 181� 190 
m;38x mod y : Rest der Ganzahldivision xy 94



Beruf = Informatiker;V erm�ogen = 0� 10 Kamele;Haarfarbe = blondF�ur alle weiteren Zellen in K ist entspre
hend zu verfahren. Dabei werden die Auspr�agungen jedes Merkmalsnormalerweise kodiert, so da� die Zuordnung �uber Nummern von 1 bis rKi f�ur jedes Merkmal i 2 f1:::ngerfolgt. Au
h hier gilt f�ur den dim-Vektor ni
htdargestellter Merkmale m einer Kontingenztafel K 0: rK0m = 1.Dabei wird eine entspre
hende marginale Tafel K 0 = PmK der Kontingenztafel aller Merkmale gebildet -allerdings aus EÆzienzgr�unden i.d.R. direkt, ohne �uber die \Gesamttafel" K zu gehen.12.1.9 Darstellungsformen vers
hiedener Verteilungen12.2 Detaillierte Bere
hnung zur Wahl der UserSampleSizeBere
hnung der Ergebnisse zur Abbildung 16:p(DjS1) = ���i=A;j=()�� ��i=A;j=() +Ni=A;j=()� � ���i=A;j=();k=a1 +Ni=A;j=();k=a1����i=A;j=();k=a1�����i=A;j=();k=a2 +Ni=A;j=();k=a2����i=A;j=();k=a2� � ���i=B;j=()�� ��i=B;j=() +Ni=B;j=()�����i=B;j=();k=b1 +Ni=B;j=();k=b1����i=B;j=();k=b1 � � ���i=B;j=();k=b2 +Ni=B;j=();k=b2 ����i=B;j=();k=b2�p(DjS2) = ���i=A;j=()�� ��i=A;j=() +Ni=A;j=()� � ���i=A;j=();k=a1 +Ni=A;j=();k=a1����i=A;j=();k=a1�����i=A;j=();k=a2 +Ni=A;j=();k=a2����i=A;j=();k=a2� � ���i=B;j=(a1)�� ��i=B;j=(a1) +Ni=B;j=(a1)�� ���i=B;j=(a2)����i=B;j=(a2) +Ni=B;j=(a2)� � ���i=B;j=(a1);k=b1 +Ni=B;j=(a1);k=b1����i=B;j=(a1);k=b1�����i=B;j=(a2);k=b1 +Ni=B;j=(a2);k=b1����i=B;j=(a2);k=b1� � ���i=B;j=(a1);k=b2 +Ni=B;j=(a1);k=b2����i=B;j=(a1);k=b2�����i=B;j=(a2);k=b2 +Ni=B;j=(a2);k=b2����i=B;j=(a2);k=b2�UserSampleSize = 100p(DjS1) = � (100)� (110) � � (54)� (50) � � (56)� (50) � � (100)� (110) � � (55)� (50) � � (55)� (50)= 9:33262 � 101551:44386 � 10176 � 4:27488 � 10696:08282 � 1062 � 1:26964 � 10736:08282 � 1062 � 9:33262 � 101551:44386 � 10176 � 1:30844 � 10716:08282 � 1062 � 1:30844 � 10716:08282 � 1062= 8:82631 � 10�7p(DjS2) = � (100)� (110) � � (54)� (50) � � (56)� (50) � � (50)� (54) � � (50)� (56) � � (26)� (25) � � (29)� (25) � � (28)� (25) � � (27)� (25)= 9:33262 � 101551:44386 � 10176 � 4:27488 � 10696:08282 � 1062 � 1:26964 � 10736:08282 � 1062 � 6:08282 � 10624:27488 � 1069 � 6:08282 � 10621:26964 � 1073� 1:55112 � 10256:20448 � 1023 � 3:04888 � 10296:20448 � 1023 � 1:08889 � 10286:20448 � 1023 � 4:03291 � 10266:20448 � 1023= 9:05825 � 10�7UserSampleSize = 10p(DjS1) = � (10)� (20) � � (9)� (5) � � (11)� (5) � � (10)� (20) � � (10)� (5) � � (10)� (5)= 6328801:21645 � 1017 � 4032024 � 632880024 � 6328801:21645 � 1017 � 63288024 � 63288024= 5:16775 � 10�7p(DjS2) = � (10)� (20) � � (9)� (5) � � (11)� (5) � � (5)� (9) � � (5)� (11) � � (3:5)� (2:5) � � (6:5)� (2:5) � � (5:5)� (2:5) � � (4:5)� (2:5)= 6328801:21645 � 1017 � 4032024 � 632880024 � 2440320 � 246328800 � 3:323351:32934 � 287:8851:32934 � 52:34281:32934 � 11:63171:3293495



1)

2)

p(B)
p(A,B) p(A)

p(B)

p(A)

p(A,B)

A

B

B

a1

a3

a2

A

b3b2b1

a2

a3

b1 b2B b3

A

a1

Σ p(B)

p(A)

0,210,540,25

0,19

0,57

0,24

p’(A,B)

,0475

0,06 ,0504

,1197

,0399,1026

,3078

,1296

,1425

4)

a2

a3

b1 b2B b3

A

a1

Σ p(B)

p(A) p(A,B)

0,14

0,210,540,25

0,06 0,08 0,05

0,12

0,040,15

0,31

0,05

0,19

0,57

0,24

3)

a2

a3

b1 b2B b3

A

a1

Σ

5)

p(A|B)

0,2 ,2777...

0,56

0,24

,5740...

,1281... ,2380...

,5714...

,1904...

1 1 1

,6262...

1,705...

,6682...Abbildung 41: Verteilungen, mehrdimensionale Tafeln und Re
henbeispiele1) gemeinsame Verteilung zweier stetiger Merkmale A u. B : p(A;B)f�ur eine stetige Verteilung gilt : R p(A;B)dA;B = 1sowie die marginalen Verteilungen d. einzelnen Merkmale : p(A) = R p(A;B)dBp(B) = R p(A;B)dA2) Verteilung zweier diskreter (diskretisierter) MerkmaleA und B mit je drei Auspr�agungen : p(A;B), mitA 2 fa1; a2; a3g u. B 2 fb1; b2; b3gf�ur eine diskrete Verteilung gilt: PA;B p(A;B) = 1sowie den marginalen Verteilungen: p(A) =Pfb1;b2;b3g p(A;B)p(B) =Pfa1;a2;a3g p(A;B)3) Darstellung von 2) in Tafel-Form4) Beispiel f�ur Matritzenmultiplikation p0(A;B) := p(A)p(B)Dur
h die Multiplikation einer 3� 1- und einer1� 3-Tafel entsteht eine 3� 3-Tafeles gilt hier im allgemeinen : p(A;B) 6= p(A)p(B)wenn p(A;B) = p(A)p(B) sind A und B unabh�angig5) Beispiel: bedingte Wahrs
heinli
hkeitsverteilung f�ur p(AjB) \A gegeben B"diese Tafel kann aus p(A;B) gewonnen werden dur
h : p(AjB) = p(A;B)=p(B)umgekehrt gilt, wenn p(AjB) u. p(B) gegeben : p(A;B) = p(AjB)p(B)die marginalen Randwerte sind ni
ht informativ96



= 5:56443 � 10�7UserSampleSize = 1p(DjS1) = � (1)� (11) � � (4:5)� (0:5) � � (6:5)� (0:5) � � (1)� (11) � � (5:5)� (0:5) � � (5:5)� (0:5)= 13628800 � 11:63171:77245 � 187:8851:77245 � 13628800 � 52:34281:77245 � 52:34281:77245= 7:05913 � 10�8p(DjS2) = � (1)� (11) � � (4:5)� (0:5) � � (6:5)� (0:5) � � (0:5)� (4:5) � � (0:5)� (6:5) � � (1:25)� (0:25) � � (4:25)� (0:25) � � (3:25)� (0:25) � � (2:25)� (0:25)= 13628800 � 11:63171:77245 � 187:8851:77245 � 1:7724511:6317 � 1:77245287:885 � 0:9064023:62561 � 8:285093:62561 � 2:549263:62561 � 1:1333:62561= 3:4592 � 10�8UserSampleSize = 0:1p(DjS1) = � (0:1)� (10:1) � � (4:05)� (0:05) � � (6:05)� (0:05) � � (0:1)� (10:1) � � (5:05)� (0:05) � � (5:05)� (0:05)= 9:51351454761 � 11:631719:4701 � 287:88519:4701 � 9:51351454761 � 25:884319:4701 � 25:884319:4701= 1:70461 � 10�9p(DjS2) = � (0:1)� (10:1) � � (4:05)� (0:05) � � (6:05)� (0:05) � � (0:05)� (4:05) � � (0:05)� (6:05) � � (1:025)� (0:025) � � (4:025)� (0:025) � � (3:025)� (0:025) � � (2:025)� (0:025)= 9:51351454761 � 11:631719:4701 � 287:88519:4701 � 19:47016:39118 � 19:4701130:716 � 0:98617439:447 � 6:1919639:447 � 2:0469339:447 � 1:0108339:447= 1:0916 � 10�1012.3 Detaillierte Bere
hnung zum Beispiel zur \� + 1-Methode"Bere
hnung der Ergebnisse zur Abb 8.2.4:UserSampleSize = 0(Datensatzmit40Beoba
htungen)p(DjS1) = � (2)� (42) � � (21)� (1) � � (21)� (1) � � (2)� (42) � � (21)� (1) � � (21)� (1)= 13:34525 � 1049 � 2:43290 � 10181 � 2:43290 � 10181 � 13:34525 � 1049 � 2:43290 � 10181 � 2:43290 � 10181= 3:1307 � 10�26p(DjS2) = � (2)� (42) � � (21)� (1) � � (21)� (1) � � (2)� (22) � � (2)� (22) � � (13)� (1) � � (9)� (1) � � (9)� (1) � � (13)� (1)= 13:34525 � 1049 � 2:43290 � 10181 � 2:43290 � 10181 � 15:10909 � 1019 � 15:10909 � 1019 � 4790016001 � 403201 � 403201 � 4790016001= 2:5284 � 10�26UserSampleSize = 20(Halber Datensatzandere H�alfte zuvorals V orwissen bekannt)p(DjS1) = � (22)� (42) � � (21)� (11) � � (21)� (11) � � (22)� (42) � � (21)� (11) � � (21)� (11)= 5:10909 � 10193:34525 � 1049 � 2:43290 � 10183628800 � 2:43290 � 10183638800 � 5:10909 � 10193:34525 � 1049 � 2:43290 � 10183628800 � 2:43290 � 10183628800= 4:7128 � 10�13p(DjS2) = � (22)� (42) � � (21)� (11) � � (21)� (11) � � (12)� (22) � � (12)� (22) � � (13)� (7) � � (9)� (5) � � (9)� (7) � � (13)� (5)= 5:10909 � 10193:34525 � 1049 � 2:43290 � 10183628800 � 2:43290 � 10183638800 � 399168005:10909 � 1019 � 399168005:10909 � 1019 � 479001600720 � 4032024 � 40320720 � 47900160024= 5:2346 � 10�13 97



12.4 Ausgabe des Simulations-Tools in Kapitel 1012.4.1 DAG in Matrix-FormZun�a
hst wird das Original-DAG in der Matrix-Form angezeigt:DAG A B C D EA TRUE TRUEBC TRUED TRUE TRUEE12.4.2 Die bedingten Wahrs
heinli
hkeiten zum DAGNa
h der DAG-Ausgabe werden die per Zufallsgenerator erzeugten bedingten Wahrs
heinli
hkeiten angezeigt(diese werden immer identis
h sein solange dag=testDAG und rnd=1 angegeben wird):LENGTH-VECTOR (states per dimension): MIN-VECTOR (minimal state):LengthVektor MinVektorA B C D E A B C D E[1℄ 2 2 2 2 2 [1℄ 1 1 1 1 1
TABLE 1 (NODE A): TABLE 2 (NODE B):( ... , ... , 1, 1, 1 ) ( ... , ... , 1, 1, 1 )[ 1℄[ 2℄ [ 1℄[1℄ 0.525063 0.474937 [1℄ 0.711409[2℄ 0.179936 0.820064 [2℄ 0.288591( ... , ... , 1, 2, 1 )[ 1℄[ 2℄[1℄ 0.0752212 0.924779[2℄ 0.02331 0.97669 TABLE 4 (NODE D):( ... , ... , 1, 1, 1 )[ 1℄[1℄ 0.716561TABLE 3 (NODE C): [2℄ 0.747934( ... , ... , 1, 1, 1 ) ( ... , ... , 1, 2, 1 )[ 1℄ [ 1℄[1℄ 0.89916 [1℄ 0.283439[2℄ 0.927449 [2℄ 0.252066( ... , ... , 2, 1, 1 ) ( ... , ... , 1, 1, 2 )[ 1℄ [ 1℄[1℄ 0.10084 [1℄ 0.124207[2℄ 0.0725514 [2℄ 0.36658( ... , ... , 1, 2, 2 )[ 1℄[1℄ 0.875793[2℄ 0.63342TABLE 5 (NODE E):( ... , ... , 1, 1, 1 )[ 1℄[1℄ 0.614144( ... , ... , 1, 1, 2 )[ 1℄[1℄ 0.385856 98



Das Tafel-Objekt enth�alt, neben den eigentli
hen bedingten Wahrs
heinli
hkeitstafeln, no
h einmal extra dieAnzahl der Auspr�agungen jedes Knotens, bzw. jeder Dimension (lengthVe
tor) sowie die Nummer der klein-sten Auspr�agung (minVe
tor). Auf diese Weise mu� die Nummerierung ni
ht unbedingt mit 1 beginnen, dadie Zust�ande binomial verteilter Merkmale oft au
h mit 0 und 1 statt 1 und 2 kodiert werden.12.4.3 Die \Unwissen"-TafelnDie \Unwissen-Tafeln" zum kantenlosen DAG (Ausgangspunkt des Lern-Algorithmus') haben folgendes Aus-sehen:> dagzerotabs$MinVektor:kredit lfd.konto laufzeit moral nutzung hoehe sparkonto bes
hzeit0 1 1 1 1 1 1 1ratenhoehe fam.ges
hl buergen jetzt.wohn vermoegen alter weit.raten wohnung1 1 1 1 1 1 1 1bish.raten beruf personen telefon gastarb1 1 1 1 1$LengthVektor:kredit lfd.konto laufzeit moral nutzung hoehe sparkonto bes
hzeit2 3 3 3 4 3 3 3ratenhoehe fam.ges
hl buergen jetzt.wohn vermoegen alter weit.raten wohnung3 4 3 2 4 4 2 3bish.raten beruf personen telefon gastarb2 4 2 2 2$DagTables:$DagTables[[1℄℄:, , 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1[,1℄[1,℄ 0.5[2,℄ 0.5$DagTables[[2℄℄:, , 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1[,1℄ [,2℄ [,3℄[1,℄ 0.3333333 0.3333333 0.3333333$DagTables[[3℄℄:, , 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1[,1℄[1,℄ 0.3333333, , 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1[,1℄[1,℄ 0.3333333, , 3, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1[,1℄[1,℄ 0.3333333... Tafeln 4 bis 21 folgen ...Aus Platzgr�unden sind nur die ersten zwei Tafeln abgedru
kt. Da die Tafeln zu einem kantenlosen DAG(kreditDAG) geh�oren, sind sie jeweils faktis
h nur eindimensional, liegen aber entspre
hend der festen Zuord-nung der Merkmale im 21-dimensionalen Raum (siehe Anhang 12.1.2).
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12.5 Konventionen Bes
hreibung Bsp. AnmerkungMerkmale beginnen mit einemgro�en Bu
hstaben Beruf konkretes MerkmalA;B;C;D;E in BeispielenX;X1; :::; Xn allgemeine Bezei
hnungAuspr�agungen k�onnen teilweise au
hmit einem Gro�bu
hstaben beginnen Kopf Auspr�agung beim M�unzwurfaber a1; a2; :::arA Auspr�agungen von Aund Xi = k Nr. d. Auspr�ag. allg. MerkmaleMengen von Merkmalen werdengro� und fett gedru
kt PaiEinzelne Werte (au
h Indizes)werden klein ges
hrieben i; j; k; ri; :::; kopf kopf Z�ahler v. Wurf = Kopfau�er die Gro�s
hreibung bleibtohne Mi�verst�andnisse UserSampleSizeWahrs
heinli
hkeitsverteilungen(� mehrdim. Tafel) p(:::)Gemeinsame Wahrs
heinli
hkeitsverteilung p(A;B;C) v. A, B und CBedingte Wahrs
heinli
hkeitsverteilung p(A;BjC;D) v. A, u. B gegeben C u. DSonstige Tafeln Ni, �i Nijk = Zelle d. Tafel NiTe
hnis
he Werte wie Parameter vonFunktionen und Programmbeispielewerden in S
hreibmas
hinens
hriftgedru
kt a.matrix\F�ur alle ..." 8::: mathem. S
hreibweiseMengen (mit konkreter Elementangabe) M = f:::g M ist Mengenbezei
hnerLeere Menge ;Element einer Menge x 2M x ist aus MVereinigungsmenge aus f1; 2; 3g u. f4; 5g f1; 2; 3g [ f4; 5g = f1; 2; 3; 4; 5gS
hnittmenge aus f1; 2; 3g u. f2; 5g f1; 2; 3g \ f2; 5g = f2gVereinigungsmenge der Mengen M1; :::;Mn Sni=1MiS
hnittmenge der Mengen M1; :::;Mn Tni=1MiMengensubtraktion: f1; 2; 3g ohne f2; 5g f1; 2; 3g n f2; 5g = f1; 3gAbsulutwert von x jxj j5j = 5 , j � 5j = 5�aquivalent �\Daraus folgt" )x ist Element aus der Menge f1; 2; 3g x 2 f1; 2; 3gFakult�at n! = 1 � 2 � ::: � nGrie
his
he Bu
hstaben � \alpha" (Vorwissen)� \theta" (Parameter)�() \Gamma"-Funktion
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