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1 Begriffe, Notationen und Rechenregeln

1.1 Einflulgréfien, Merkmale,
(Zufalls-)Variablen, Knoten und Dimensionen

Die Begriffe “Einflufigroie”, “Merkmal”, “(Zufalls-) Variable”, “Knoten” und im weiteren Sinne auch
“Dimension” sind dquivalent. Jedesmal ist ein fiir die Beschreibung eines fraglichen Sachverhalts relevanter
Oberbegriff gemeint: z.B. “Alter”, “Korpergdfie”, “Beruf”, “Vermégen” oder “Haarfarbe” zur allgemeinen
Beschreibung einer Person. Solche Merkmale werden mit Dimensionen in mehrdimensionalen Tafeln korre-
spondieren. Bei uns wird diese Zuordnung fest sein, so daf} in jeder beliebigen Tafel die i-te Dimension dem
i-ten Merkmal entspricht (selbst wenn dieses Merkmal in einer speziellen Tafel nicht repriisentiert werden soll)
Wird man zufillig ausgewihlte Personen zu den oben genannten Punkten befragen, so wird man zufillige
Ausprigungskombinationen zu den Merkmalen erhalten. Mit (moglichen) Auspridgungen bezeichnen wir die
konkreten Werte, die ein Merkmal annehmen kann, z.B. Alter = 24 Jahre, Grole = 183 e¢m oder Beruf =
“Informatiker”. Die Ausprigungen solcher Merkmale kénnen stetig oder diskret sein. Dabei kénnen Alter
und Grofle theoretisch beliebig genau gemessen werden - wiiren damit stetig. Andere Merkmale wie Beruf sind
immer diskret, da sie nur mit verschiedenen Kategorien ( “Informatiker”, “Arzt”, “Kameltreiber”,... ) zu
beschreiben sind. Potentiell stetige Merkmale kénnen aber ebenfalls in diskreten Kategorien gemessen wer-
den, oder in solche iiberfithrt werden, z.B. Alter = 0 — 10, 11 — 14, 15 — 18, 21 — 30,... Jahre. Die Wahl
der Kategorien ist nicht unproblematisch. Gibt es etwa in Bezug auf die Fragestellung einen entscheidenden
“Cut”, z.B. zwischen Personen unter bzw. iiber 25 Jahren, so kénnte dieser Umstand durch die oben gewéhlte
Einteilung (21 — 30 Jahre) verwischt werden. Die Wahl der Kategorien ist aber als allen hier vorgestellten
Verfahren vorangestellte Festlegung, die i.d.R. von einem Experten getroffen wird, nicht mehr im nachhinein
automatisch beeinflubar. Wir werden hier ausschlieBlich mit diskreten bzw. diskretisierten Merkmalen arbei-
ten, deren Kategorien umfassend und sich gegenseitig ausschlielend gewé&hlt sind. D.h. jedes betrachtete
Objekt bzw. Individuum fillt in genau eine Kategorie jedes Merkmals.

1.2 A-priori-, A-posteriori-, Gemeinsame und Bedingte Verteilungen

(Wahrscheinlichkeits-) Verteilungen einzelner Merkmale geben an, mit welcher Wahrscheinlichkeit beispiels-
weise eine zufillig ausgewéhlte Person die Haarfarbe blond (Haar farbe = blond) aufweist. Eine solche Ver-
teilung nennen wir a-priori-Verteilung, weil sie die Vorab-Verteilung eines einzelnen Merkmals ungeachtet
aller moglichen anderen Einflulgrofien darstellt. Eine andere Verteilungsart fiir einzelne Merkmale ist die a-
posteriori-Verteilung. Sie gibt z.B. an, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine Person blond ist, nachdem die
Information bekannt geworden ist, daf3 die Person Schwede ist, jedoch ohne diese Verteilung zusétzlich auch
nach der Nation (allen Nationen) aufzuschliisseln (vgl. bedingte Wahrscheinlichkeiten).

Neben solchen einfachen Verteilungen kénnen auch die gemeinsamen Verteilungen mehrerer Merkmale be-
trachtet werden. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist etwa eine zufillig ausgewé&hlte Person blond und Schwede?
Die a-priori-Verteilungen einzelner Merkmale kénnen aus der gemeinsamen Verteilung der Merkmale abgeleitet
werden (siehe Abschnitt 1.4.3) der Umkehrschluf} gilt dagegen im allgemeinen nicht (vgl. p(A4, B) und p'(4, B)
aus Abbbildung 41 3) und 4) sowie Abschnitt 1.5).

Neben gemeinsamen Verteilungen kénnen auch bedingte Verteilungen (bedingte Wahrscheinlichkeiten)
betrachtet werden. Wenn schon bekannt ist, daf} eine Person Schwede ist, mit welcher Wahrscheinlickeit ist
sie dann auch blond? Im Gegensatz zur a-posteriori-Verteilung wird hier nach allen betrachten Nationen
aufgeschliisselt, so dafl diese Tafel eher eine Betrachtung der Eventualititen enthélt (“Wenn bekannt wére,
daB ... dann ...”), wohingegen in der a-posteriori-Verteilung alle anderen Moglichkeiten bereits ausgeschlossen
sind und fiir die weitere Betrachtung fallen gelassen werden. Hier betrégt die Wahrscheinlichkeit, dafl ein
Schwede blond oder schwarzhaarig ist oder sonsteiner Kategorie von Haarfarbe angehort 1, denn es wird nur
noch die Gruppe der Schweden betrachtet und jeder Schwede gehort (!) einer Kategorie des (umfassenden)
Merkmals Haar farbe an.

Z p(Haar farbe|Nationalitat = Schwede) = 1,
Haar farbe €{blond,schwarz,...}

Demgegeniiber ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Haarfarben aus der gemeinsamen Wahrschein-
lichkeitstafel, dafiir dafl jemand Schwede ist:

Z p(Haar farbe, Nationalitit = Schwede) = 7
Haar farbe €{blond,schwarz,...}



noch davon abhéngig welcher Anteil der Weltbevolkerung iiberhaupt a-priori Schweden sind:

p(Nationalitit = Schwede) = Z p(Haar farbe, Nationalitit = Schwede)
Haar farbe €{blond,schwarz,...}

Auch bedingte Verteilungen kénnen aus gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilungen abgeleitet werden, wo-
bei Information verloren geht (siche Abschnitt 1.4.4).

1.3 “Bayesianer” und “Frequentisten”
bzw. Bayes’sche- und Klassische Statistik

Eine Aufgabe und auch ein Problem der Statistik ist es Verteilungen aus der Beobachtung (méglichst vieler)
Personen bzw. dem jeweiligen Gegenstand der Untersuchung zu schitzen.

Bei der Interpretation der geschétzten Wahrscheinlichkeiten und den daraus weiter ableitbaren Verwendungs-
moglichkeiten bestehen unterschiedliche Auffassungen zwischen den Anhéingern der klassischen Statistik (“Fre-
quentisten”) und den sogenannten “Bayesianern” (Anhinger der Bayes’schen Statistik). Wagt es der Fre-
quentist nur Aussagen iiber die Verteilungen in potentiell unendlichen Mengen zu treffen, so ist es fiir den
Bayesianer moglich aus einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auch Entscheidungen in einem konkreten Fall ab-
zuleiten. Liegt etwa das Regenrisiko laut Wetterbericht an einem bestimmten Tag bei 80 Prozent, so wird der
Bayesianer wohl seinen Schirm mitnehmen, wohingegen der Frequentist sagt “Soetwas wie ein Regenrisiko an
einem bestimmten Tag kann es nicht geben, denn entweder es regnet an diesem Tag oder es regnet nicht”.
Moglich ist aus Sicht des Frequentisten nur die Angabe einer Regenwahscheinlichkeit fiir (alle) Tage, mit den
gleichen Ausgangsparametern (Wind, Luftdruck, etc.). Der Bayes’sche Ansatz hingengen 1d8it sich oft mit
der Frage charakterisieren: “Wire ich (in diesem konkreten Fall) bereit eine Wette einzugehen und welchen
Einsatz wire es mir wert?” Spétestens unter diesem Gesichtspunkt wird wohl jedem, der sich nicht ausdriick-
lich den Frequentisten zuordnet der Sinn des Bayes’schen Wahrscheinlichkeitsverstindnisses klar. Wir werden
uns durchgehend der Bayes’schen Statistik verschreiben, schon deshalb weil es uns sonst unmoglich wére aus
unseren Ergebnissen sinnvolle Konsequenzen zu ziehen.

1.4 Mehrdimensionale Tafeln

Da wir mit diskreten Merkmalen arbeiten, lassen sich Informationen iiber die Verteilungen (gleich welcher
Art) durch mehrdimensionale Tafeln darstellen. Dabei entspricht jede Dimension jeder Tafel einem fest-
zugeordneten Merkmal. Jede Zelle einer Tafel entspricht dabei einer Auspriagungskombination der enthaltenen
Merkmale. Der Umgang mit mehrdimensionalen Tafeln wird im Folgenden anhand von einfachen Beispielen
gezeigt.

1.4.1 Zuordnung von Merkmalen zu Dimensionen

Wir werden von einer festen Zuordnung von Dimensionen und Merkmalen ausgehen. D.h. das i-te Merkmal
wird immer der i-ten Dimension in jeder beliebigen Tafel entsprechen.

p(A, B) A
p(A) p(B) a as as
A by 0.4 b1 0.120 0.240 0.040
ai a as B ba 0.1 B b 0.030 0.060 0.001
0.3 0.6 0.1 b3 0.5 b3 0.150 0.300 0.050

Die Tafel p(A) enthilt Information iiber das Merkmal A, das in die Kategorien ai, as und a3 eingeteilt ist.
Die Tafel p(B) enthilt Information iiber das Merkmal B, das seinerseits in die Kategorien by, b2 und bs
unterteilt ist. Die Dimensionen sind fest bestimmten Merkmalen zugeordnet, so hat die Tafel p(A4) in Richtung
der Dimension von B (und evtueller weiterer Dimensionen) nur die Linge 1, hier entsprechend einer Zeile.
Entsprechendes gilt fiir p(B) und die Dimension zu A (Spalten). Die Tafel p(A, B) enthiilt Information iiber
A und B.

1.4.2 Multiplikation von Tafeln

Die Tafel p(A, B) mit den konkreten Werten konnte errechnet worden sein durch p(A) - p(B) (im allgemeinen
gilt aber p(A, B) # p(A) - p(B) - siehe Abschnitt 1.5). Dabei wird ein Wert einer Tafel, die eine bestimmte



Dimension nicht darstellt, fiir die Multiplikation mit den Werten einer zweiten Tafel in der betreffenden
Dimension entsprechend der Anzahl der Werte wiederholt, wenn die zweite Tafel diese Dimension enthilt.
So entsteht die erste Zeile von p(A, B) durch Multiplikation der Werte 0.3, 0.6 und 0.1 aus p(A) jeweils mit
demselben Wert 0.4 aus p(B). Entsprechend wurde die linke Spalte von p(A, B) durch Multiplikation der
Werte 0.4, 0.1 und 0.5 aus p(B) mit dem Wert 0.3 aus p(A) erhalten. Damit entsteht durch Multiplikation
eine Tafel, die jede in den Ausgangstafeln enthaltene Dimenion selbst auch enthilt.

1.4.3 Marginalisierung

Umgekehrt kann in Tafeln, die Information iiber mehrere Merkmale enthalten, auch die Information bestimmter
Merkmale marginalisiert werden, d.h. die Information der marginalisierten Merkmale wird vernachlissigt
und geht damit in der marginalen Tafel verloren. Die Werte einer zu marginalisierenden Dimension werden
durch Addition zu einem einzigen Wert zusammengefafit. So kann im konkreten Fall p(A4) bzw. p(B) aus
p(A, B) durch Marginalisierung iiber B bzw. A gewonnen werden. Wir schreiben:

p(4) = S p(4,B)
B

> p(4,B)

A

Z.B. entsteht der Wert 0.3 von a; in p(A) durch 0.120 + 0.030 + 0.150. Enthélt eine Tafel eine zu marginali-
sierende Dimension von vornherein nicht, so dndert sich durch die Marginaliserung nichts. Es gilt z.B.:

p4) = S p(4)
B

=
)
I

p(B) = Y p(B)
A

Wird iiber mehrere Merkmale marginalisiert, so ist die Reihenfolge egal. Es gilt z.B.:

1.4.4 Bedingte Tafeln / Verteilungen

Aquivalent zur Multiplikation mehrdimensionaler Tafeln ist auch die Division erklirt. Die Division wird ins-
besondere bei der Gewinnung bedingter Wahrscheinlichkeitstafeln aus gemeinsamen Wahrscheinlichkeitstafeln
benttigt. Hat man eine Tafel, in der die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung der Merkmale A, B abgelegt
ist (p(A4, B)), so kann man z.B. die bedingte Tafel fiir das gegebene Merkmale B erhalten durch:

_p(AB) A B)
PAB) = OB - D)




In unserem Beispiel erhielten wir!:

p(4, B) A

aj a3 as
b1 0.3 0.6 0.1

B b 0.3 0.6 0.1
b3 0.3 0.6 0.1

umgekehrt gilt:

p(A,B) = p(A|B)-> p(A B) =p(A|B) p(B)
A

1.5 Unabhéingigkeit und bedingte Unabhéingigkeit

Eine entscheidende Frage bei der Betrachtung mehrerer Merkmale ist, ob diese Merkmale abhéngig oder un-
abhéngig voneinander sind. Es seien die a-priori-Wahrscheinlichkeiten eines Merkmals Beruf mit p(Beruf)
und entsprechend mit p(Haar farbe) die des Merkmals Haar farbe bezeichnet. Unabhiingigkeit zwischen
diesen beiden Merkmalen besteht dann, wenn sich aus Wissen iiber die Ausprigung eines der Merkmale
keine Verénderung in der a-posteriori-Verteilung des anderen Merkmals ergibt, bzw. aus der gemeinsamen Be-
trachtung keine zusitzliche Information iiber die Merkmale entsteht. Sind z.B. 15% der betrachteten Gesamt-
bevolkerung blond und auch unter der Gruppe der In formatiker 15% blond, so ergibt das Wissen dariiber, daf}
jemand blond ist keine verdnderte Erwartungslage in Bezug darauf, ob diese Person auflerdem In formatiker
ist. Gilt dieses auch fiir alle anderen Kombinationen der Ausprigungen von Haar farbe und Beruf, so sind
die Merkmale unabhiingig. In Bezug auf eine gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung (i.d. Form einer
mehrdimensionalen Tafel) schreiben wir:

p(Beruf) - p(Haar farbe) = p(Beruf, Haar farbe)
= A und B sind unabhdngig

Besteht zwischen mehreren Merkmalen A,B,C und D totale Unabhingigkeit so gilt auch

p(A) - p(B) - p(C) -p(D) = p(A, B,C, D)
= A, B,C und D sind total unabhangig

Aus der paarweisen Unanhiingigkeit folgt noch nicht die totale Unabhéngigkeit!

Ein fiir die Definition Bayes’scher Netze besonders interessantes Kriterium ist die bedingte Unabhéingigkeit
von Merkmalen. Ubt ein Merkmal A Einflu8 auf ein anderes Merkmal B aus, das seinerseits das Merkmal C
beeinfluit, so werden i.d.R. auch A und C' abhéngig sein. Ist der Einflufl von A auf C' aber vollstindig durch
den indirekten Einflufl von A iiber B auf C zu erkliren, so ist C bedingt unabhéngig von A bei gegebenem
B. Formal schreiben wir:

p(4) - p(C|B) = p(4,C|B)
= A und C sind bedingt unabhingig gegeben B

1.6 Datensatz und Kontingenztafeln

Aussagen iiber Verteilungen konnen insbesondere aus der Beobachtung realer Fille abgeleitet werden. Man
spricht hierbei von “Schitzung”, da die Beobachtungen immer auch vom Zufall (bzw. nichtmefbaren Stérun-
gen) beeinflufit werden. Dieser Einflul nimmt mit der Menge der Beobachtungen ab (Schwaches Gesetz der
Groflen Zahlen), so wird z.B. beim Wiirfeln auch mit einem idealen Wiirfel bei 6 Wiirfen kaum (mit geringer
Wahrscheinlichkeit) jede Zahl genau einmal geworfen werden. Je mehr Wiirfe man aber durchfiihrt desto niher
wird man sich dem Wert 1/6 fiir den Anteil jeder Augenzahl an den Gesamtwiirfen nihern. Mit unendlich
vielen Wiirfen wiirde man sogar - mit Wahrscheinlichkeit 1 - die wahre Verteilung von exakt 1/6 fiir jede
Augenzahl erreichen (Starkes Gesetz der Grofen Zahlen)?. In einem Datensatz sind i.d.R. die Ausprigungs-
kombinationen einiger Beobachtungen (Fille) fiir mehrere Merkmale enthalten.

Bsp.:

'Die Werte in den einzelnen Spalten sind identisch, da in diesem speziellen Fall gilt: p(A4, B) = p(A) - p(B), was aber
nur bei Unabhingigkeit von A und B gilt (sieche Abschnitt 1.5)
2der Zusatz “mit Wahrscheinlichkeit 1” ist eine fiir den Beweis der Aussage unumganglicher Zusatz



Alter Grofle Beruf Vermoégen Haarfarbe
1. Fall 31 Jahre 191 cm  Kameltreiber 200 Kamele schwarz
2. Fall 24 Jahre 183 cm  Informatiker 0 Kamele blond

Aus einem solchen Datensatz lassen sich mehrdimensionale Tafeln - genannt Kontingenztafeln - gewinnen. Diese
Tafeln enthalten die Merkmale in der schon geschilderten Art, wobei jedes Merkmal einer Dimension der Tafel
entspricht. In dem Beispieldatensatz sind die Merkmale Alter, Gréle und Vermdgen noch nicht (ausreichend)
diskretisiert® und miissen erst in geeignete(re) Kategorien eingeteilt werden. Jede Zelle entspricht dann einer
Ausprigungskombination der Merkmale und enthilt die Anzahl der Beobachtungen im Datensatz, die diese
Ausprigungskombination aufweist.

Eine Tafel K’, die ein Merkmal A nicht enthalten soll, entspricht der marginalen Tafel ) , K.

1.7 Normierung

Aus einer Kontingenztafel K kann eine gemeinsame Wahrscheinlichkeitstafel 7' der enthaltenen Merkmale
gewonnen werden durch Normierung von K:

K
YK
dabei steht > K fiir die Gesamtsumme aller Zellen in K,

was der Anzahl der Beobachtungen aus
denen K gewonnen wurde entspricht

T =

In entsprechnder Weise werden auch andere Tafeln normiert. Fiir eine normierte Tafel T gilt:

Yr =1

®Die Daten im Beispieldatensatz wie z.B. 31 Jahre oder 191 cm sind sicher nicht wirklich als stetige Gréfien exakt
gemessen worden. Jedoch machen sehr fein unterteilte Kategorien (wie ..., 30 Jahre, 31 Jahre, 32 Jahre, ...) fiir die
i.d.R. nur sehr wenige Beobachtungen (evtl. nur eine) vorliegen fiir die Schitzung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
und Abhéngigkeiten keinen Sinn, da sich daraus nur unhaltbare Schlufifolgerungen ziehen lielen, wie z.B.: “Jeder 31
Jéhrige ist 191 cm grof 177
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a-priori-Verteilungen elternloser Knoten

Verkehrsaufkommen Witterung Strassenzustand
hoch 0,15 sonni 0,57

mittel 0,45 nebehgg 0,09 gut 0,75
niedrig 0.30 feucht 0,34 schlecht 0,25

Verkehrsaufkommen Strassenzustand

Unfaelle

Stau Unfaelle
Verk. Un- . . Verk. Wit- Str. . .
aufk.  faelle J&  Dem aufk. terung zust. Jg ol
hoch ja 0,93 0,07 hoch  sonnig gut 0,07 0,93
hoch nein 0,67 0,33 hoch sonnig schlecht 0,03 0,97
mittel ja 0,79 0,21 hoch  nebelig gut 0,17 0,83
mittel nein 0,32 0,68 hoch nebelig schlecht 0,19 0,81
niedrig ja 0,22 0,78 hoch feucht gut 0,12 0,88
niedrig nein 0,05 0,95 hoch  feucht schlecht 0,18 0,82

mittel  sonnig gut 0,02 0,98
mittel  sonnig schlecht 0,01 0,99
mittel nebelig gut 0,14 0,86
bedlngte Wahrscheln_ mittel nebelig schlecht 0,1 1 0,89

. ] mittel feucht gut 0,16 0,84
lichkeiten der Merkmale mittel feucht schlecht 0,18 0,82
bei gegebenen Eltern- niedrig sonnig gut 0,04 0,96

. . niedrig sonnig schlecht 0,01 0,99
zustandskonfigurationen niedrig nebelig gut 0,07 0,93

gut
niedrig nebelig schlecht 0,10 0,90

niedrig feucht gut 0,12 0,88
niedrig feucht schlecht 0,11 0,89

Abbildung 1: Bayes’sches Netz bestehend aus: dem DAG, sowie den bedingten Wahrschein-
lichkeiten hier in Tabellenform (Dimensionszuordnung nicht erkennbar)

2 Bayes’sche Netze

2.1 Was ist ein Bayes’sches Netz?

Ein Bayes’sches Netz (teilweise auch unter dem Begriff Kausales Netz bekannt) ist ein statistisches Modell,
das in der Lage ist in anschaulicher, grafischer Art komplexe statistische Abhingigkeitsstrukturen zwischen
fiir den Giiltigkeitsbereich des Modells relevanten Merkmalen darzustellen.

2.2 Bestandteile eines Bayes’schen Netzes

Fiir ein Bayes’sches Netz ist zunéichst eine Auswahl der fiir die Beschreibung des fraglichen Zusammenhangs
relevanter Merkmale von Bedeutung. Diese ausgewihlten Merkmale kénnen von verschiedener Art sein.
Zum einen kénnen grundsétzlich diskrete oder auch stetige Merkmale und zum anderen auch beobachtbare
und unbeobachtbare (nicht direkt mefbare / gemessene) Merkmale dem Benutzer als relevant erscheinen. Die
Mischung diskreter und stetiger Merkmale ist mit einer Einschrinkung? moglich, wird aber in dieser Arbeit
nicht behandelt. Vielmehr werden wir uns auf diskrete Merkmale beschrinken. Dazu kénnen auch stetige

“Es diirfen keine Kanten von einem stetigen Merkmal zu einem diskreten Merkmale enthalten sein
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Merkmale durch die Einteilung in geeignete Kategorien in diskrete Merkmale iiberfiihrt werden. Die Frage der
(un-) beobachtbaren Merkmale spielt erst bei dem eigentlichen Ziel der Arbeit, Netzstrukturen aus gegebenen
Daten abzuleiten, eine Rolle und wird daher erst genauer beleuchtet, wenn wir an diesem Punkt angelangt
sind (Abschnitt 4.1).

Damit kommen wir zum zweiten wichtigen Teil der Bestimmung eines Bayes’schen Netzes, der Netzstruktur,
die iiber die Merkmale gelegt wird. Die Struktur wird in der Form eines DAG’s (Directed Acyclic® Graph)
gegeben. Eine Kante von einem Merkmal (Knoten) A zu einem Knoten B driickt dabei einen direkten Einfluf}
von A auf B aus. Dieser Einflufl wird verschieden interpretiert. Es gibt Ansétze die eine Kante als streng
kausale Abhéngigkeit bewerten. Andere Betrachtungen sind weniger streng und sehen in der Richtung einer
Kante lediglich eine fiir das Modell giinstig zu treffende Wahl. Wir werden letzteren Ansatz verfolgen, da
durch automatisierte Verfahren echte Kausalititen kaum nachzuvollziehen sind. Auch bei nichtautomatisierten
Verfahren ein Bayes’sches Netz durch Experten aufstellen zu lassen, kann die Richtung einer Kante durchaus
in vielen Fillen von der Betrachtung des Sachverhalts abhéingig gemacht werden.

Bsp.: Unterschiedliche “Richtungen” der Betrachtung

1. Betrachtungsweise: Wenn es regnet wird die Strafle nal Regen — Ndsse
2. Betrachtungsweise: Ob die Strafle na$ ist oder nicht

148t Riickschliisse dariiber zu,

ob es geregnet hat oder nicht. Nasse — Regen

Dabei ist nicht nur die “Richtung der Betrachtung” im schluflendlich aufgestellten Netz von Bedeutung, son-
dern vielmehr auch in welcher “Richtung” das Wissen iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Merkmale
gegeben werden kann, insbesondere wenn dies durch einen Experten geschieht und sich nicht auf Daten griindet.
Hiermit sind wir bei dem dritten Bestandteil eines Bayes’schen Netzes angelangt. Korrespondierend zu der
Struktur der Merkmale miissen Wahrscheinlichkeiten in Form bedingter Wahrscheinlichkeiten fiir die ein-
zelnen Ausprigungen jedes (diskreten) Merkmals, gegeben die Zustéinde aller Elternknoten formuliert werden.
Eine einzelne Angabe kann z.B. die Form haben:

“Wenn jemand zwischen 180 ¢m und 190 ¢m grof} ist, dann ist diese Person mit 83 prozentiger Wahrschein-
lichkeit ménnlich.” (= p(Geschlecht = mannlich|GriBie = 180 — 190em) = 0, 83)

Diese Form die Angabe der Wahrscheinlichkeiten auf Vorbedingungen zu stiitzen (“Wenn ... dann ...”) macht
es Experten oft leichter ihr Wissen anzugeben. Wie wir bereits angedeutet haben kann sich die Struktur eines
Netzes auch danach richten, wie die Experten solche Angaben zu machen imstande sind. Wenn ein Kno-
ten allerdings keine Elternknoten besitzt, was bei mind. einem Knoten in einem DAG der Fall sein muf}, so
miissen die a-priori-Wahrscheinlichkeiten der Ausprigungen des Knotens angegeben werden®. A-priori-
Wahrscheinlichkeiten sind Wahrscheinlichkeiten, die ohne sich auf gegebene Zustinde anderer Merkmale zu
stiitzen den Anteil der einzelnen Ausprdgungen an der potentiell unendlichen Gesamtmasse der durch das
Merkmal beschriebenen Objekte oder Individuen angeben. Eine solche Angabe kann z.B. in der Form gegeben
werden:

“12 Prozent der Bevolkerung sind zwischen 180 ¢m und 190 ¢m groB.” (= p(Grofie = 180 — 190cm) = 0,12)
Solche Wahrscheinlichkeiten sind durch Experten vielfach nur schwer zu formulieren und kénnen oft besser
auf Daten und Meflungen gestiitzt werden, wenn die Moglichkeit dazu besteht.

Def.: Ein Bayes’sches Netz besteht aus:

1. Finer Auswahl von fir den Sachverhalt relevanten, (hier) diskreten Merkmalen
2. Einer Netzstruktur in der Form eines DAG’s fiir diese Merkmale

3. Den bedingten Wahrscheinlichkeiten jedes Merkmals gegeben seine Eltern im DAG

2.3 (Un-) Abhingigkeitsstruktur und d-separation

Die Abhé#ngigkeitsstruktur der Merkmale, wie sie durch ein DAG reprisentiert wird, ist intuitiv recht gut
erfafbar. Innerhalb dieser komplexen Struktur direkter und indirekter Abhéngigkeiten verbergen sich vor
allem auch bedingte Unabhéngigkeiten.

Es gilt: Ein Knoten A gegeben alle seine Eltern Paa im DAG ist (bedingt) unabhingig von allen
sonstigen Vorfahren.

Gerichtete Zirkel, d.h. Kanten, die die Moglichkeit eréffnen sich im DAG unter Beachtung der Kantenrichtungen
im Kreis bewegen zu konnen sind verboten

Sein Punkt der vielfach fiir einen entscheidende Schwiiche Bayes’scher Netze gehalten wird, uns hier aber nicht weiter
beschiftigen wird
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Verkehrsaufkommen >~ -~~~ Strassenzustand

Abbildung 2: Moralischer Graph zum Bsp. aus Abbildung 1

Leichter zu durchschauen wird diese Unabhingigkeitsstruktur anhand des Konzepts der d-separation:

Zwei Knoten A und B sind bedingt unabhdingig gegeben eine Menge (anderer) Knoten S wenn es
im moralischen Graph (s.u.) zum DAG keine Verbindung zwischen A und B gibt, die nicht iiber
Knoten aus S fiihrt. (siehe [Jensen (1996)])

2.3.1 Der Moralische Graph

Def.: Der moralische Graph entsteht aus dem DAG durch die paarweise Verbindung (“Ver-
heiratung”) aller Eltern eines jeden Knotens durch (ungerichtete) Kanten und die Uberfiihrung
auch der restlichen Kanten in ungerichtete Kanten (durch Vernachlissigung der Richtung).

Im dargestellten Beispiel sind Stau und Strafienzustand gegeben Verkehrsaufkommen und Unfille be-
dingt unabhingig. Ist nur Unfalle gegeben, so gibt es noch eine Verbindung im moralischen Graph iiber
Verkehrsaufkommen (und Witterung) zwischen Stau und Strafienzustand, die damit nicht unabhiingig
sind.

2.4 Beschrinkung der dargestellten Abhingigkeiten durch die Netzstruktur

Ein Bayessches Netz stellt durch seine Wahrscheinlichkeitsangaben einen Ausschnitt der Information dar, die
in einer vollstindigen Wahrscheinlichkeitstafel fiir alle betrachteten Merkmale darstellbar wire. Diese von
der Kantenanzahl abhiingige Beschrinkung auf einen Ausschnitt ist in zweierlei Hinsicht von Bedeutung: Zum
einen muf es bei der Schitzung der Wahrscheinlichkeiten aus Daten”>®, im Sinne einer nicht zu starken Anpas-
sung an diese Daten (over fitting), vermieden werden alle scheinbar im Datensatz enthaltenen Abhéngigkeiten
tatséichlich auch fiir real zu halten und in Kanten umzusetzen. Zum anderen kann diese mehr oder weniger
starke Beschrinkung in eine entsprechend effiziente Inferenz-Berechnung® des Netzes umgesetzt werden.

2.5 Nutzung Bayes’scher Netze

Ist ein Bayes’sches Netz erst einmal aufgestellt kann es variabel genutzt werden. Die normale Nutzung be-
steht darin, daf} in einem konkret zu bewertenden Fall die Auspriigungen einiger Merkmale bekannt sind oder
wenigstens einige Auspriigungen ausgeschlossen werden koénnen. Solche Informationen kénnen in das Netz
eingebracht werden und die Auswirkungen auf die Wahrscheilichkeitsverteilungen der iibrigen Merkmale be-
rechnet werden, die dann in der Form von a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten ausgegeben werden, um eine
Prognose iiber die Ausprigungen dieser noch unbekannten Merkmale in dem betrachteten Fall zu erhalten.

2.6 Stiarken Bayes’scher Netze

Vorteile Bayes’scher Netze liegen in ihrer anschaulichen, d.h. von Experten vorggebbaren und. bewertba-
ren Art auch komplexe Abhingigkeitsstrukturen abbzubilden. Auch die Verwendung der bedingten Wahr-
scheinlichkeitsangaben - aufler bei elternlosen Knoten - macht es in vielen Féllen fiir den menschlichen
Experten relativ einfach selbst Vorgaben zu machen, bzw. vorgegebene Wahrscheinlichkeiten zu verifizieren.

"Daten, Datensatz : Aufzeichnung der konkreten Ausprigungen als relevant erachteter Merkmale in einer Menge
von beobachteten Fillen

®Daten werden u.a. eine wichtige Grundlage zur Erstellung Bayes’scher Netze darstellen

“Nutzung des Netzes zur Prognose
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Ein weiterer Vorteil liegt generell in dem konsequenten Rechnen auf der Basis von Wahrscheinlich-
keiten, wodurch immer gewihrleistet ist, dafl mit vergleichbaren Gréfien operiert wird - im Gegensatz zu
anderen Expertensystemen, die z.B. mit Bewertungen auf Punkteskalen arbeiten wodurch die Gewichtung
verscheidener Merkmale gegeneinander oft schwer nachzuvollziehen ist und keiner in sich konsistenten Logik
folgt. Zuguter Letzt besteht ein grofier Vorteil darin, da} auch mit unvollstindigen Angaben gerechnet
werden kann, bzw. dal durch das sukzessive EinflieBen lassen einzelner Informationen (iiber einzelne Merk-
male) deren Einflu auf die interessierende(n) Grofie(n) erkennbar wird. Dieses kann auch umgekehrt zur
Ermittlung der den stiirksten Ausschlag gebenden Merkmale zu einem bestimmten Zeitpunkt (Wissensstand)
genutzt werden (eine Information {iber welches Merkmal ergiibe die stéirkste Veréinderung der interessieren-
de(n) GroBe(n)?). Ein Vorteil den Bayes’sche Netze insbesondere auch Neuronalen Netzen voraus haben.
Dabei konnen die Merkmale zu denen Information gegeben werden kann auch von Fall zu Fall wechseln. Auch
die wechselnde Nutzung eines Merkmals als zu prognostizierend in dem einen, bzw. als bekannt in einem
anderen Fall ist ohneweiteres moglich.

3 Inferenz - Junction-Tree

Wir haben bisher gesehen was wir im Sinne dieser Arbeit als ein Bayes’sches Netz betrachten werden. Auflerdem
haben wir uns zuvor schon damit beschiftigt einige Operationen auf mehrdimensionalen Tafeln, wie sie fiir die
Wahrscheinlichkeits-Spezifikationen eines Bayes’schen Netzes hier Verwendung finden, zu definieren. Beides
werden wir nun in einem ersten Schritt zu einem sinnvollen Verfahren zur Infernz-Berechnung in Bayes’schen
Netzen zusammenfithren. Dabei geht es um die Frage wie ein fertig aufgestelltes Netz zur Propagation der
Wahrscheinlichkeitsverteilungen bestimmter Merkmale genutzt werden kann. Dabei wird aus Effizienzgriinden
besonderer Wert auf die Ausnutzung der in der Netzstruktur codierten bedingten Unabhéngigkeiten gelegt
werden.

3.1 Bedeutung des Problems

Die Berechnungen, die fiir die Nutzung Bayes’scher Netze (Inferenzberechnung) relevant sind scheinen auf
den ersten Blick wenig mit den Berechnungen zu tun zu haben, mit denen die Struktur eines Bayes’schen
Netzes ermittelt werden kann. Dennoch besteht ein Zusammenhang. Daher werden wir uns zunéchst der Frage
widmen, wie in einem Bayes’schen Netz gerechnet wird, bevor wir uns damit beschiftigen ein solches Netz
aufzustellen, d.h. “die” (eine verniinftige) Netzstruktur zu ermitteln. Berechnet werden miissen dabei neben
den a-priori-Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ausprigungen eines Merkmals (Knotens), um fiir eine dem
Benutzer verstindliche Darstellung des enthaltenen Wissens zu sorgen, vor allem das Einflielen lassen von
durch den Benutzer gegebenem Wissen {iber nicht mehr mégliche (mit Wahrscheinlichkeit = 0 aufgetretene)
Ausprigungen einzelner Knoten, um anschlieflend die a-posteriori-Verteilungen der iibrigen, im konkreten Fall
(noch) unbeobachteten Merkmale ausgeben zu konnen. Auf diese wird der Benutzer dann seine Entscheidung
in dem betrachteten Fall griinden.

Von Bedeutung auch fiir das eigentlich zu behandelnde Problem, dem Finden einer Netzstruktur, ist die Frage
der Inferenz-Berechnung, weil eine Netzstruktur in der durch ihre Komplexitéit nicht mehr in annehmbarer
Zeit gerechnet werden kann keinen Nutzen bringt und wir also neben einigen anderen Aspekten auch diesen
Umstand nicht unberiicksichtigt lassen konnen.

3.2 Grundgedanke

Ein Bayes’sches Netz stellt ja, wie bereits erw#hnt, eine anschauliche Form dar Wissen tiber die Wahrscheinlich-
keitsverteilungen mehrerer Merkmale wiederzugeben und dabei Abhéingigkeiten zwischen diesen Merkmalen zu
beriicksichtigen. Letztenendes beinhaltet ein Bayes’sches Netz immer die Information mit der eine gemeinsame
Wahrscheinlichkeitstafel'® aller enthaltenen Merkmale errechnet werden kann.

Die vollstindige gemeinsame Wahrscheinlichkeitstafel kann durch Ausmultiplizieren aller zu
den einzelnen Knoten gegebenen bedingten Wahrscheinlichkeitstafeln gewonnen werden:

p(X|8") = Hp(Xi\Pai,Sh) (1)

Owobei ein Bayes’sches Netz i.d.R. gerade nicht alle Information wiedergibt, die in einer vollstindigen Wahrschein-
lichkeitstafel darstellbar wiiren (aber natiirlich nicht dargestellt werden miissen)
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Abbildung 3: Multiplikation einer Tafel der Merkmale A B und C' mit einem Informationsvektor zu
C d.h. “Nullsetzen” der ausgeschlossenen Zustandskombinationen

Es sind: Pa; die Elternknoten von X;
Sk die (Hypothese iiber die) Netzstruktur

Es entsteht damit bei n Merkmalen eine n-dimensionale Tafel, wie sie fiir drei Merkmale A,B und C in
Abbildung 3 (rechts) dargestellt ist. Informationen dariiber welche Zusténde eines Knotens (noch) méglich sind
und welche (bereits) ausgeschlossen werden kénnen, kann in der Form eines Informationsvektors gegeben
werden, der die Werte Null fiir ausgeschlossene, bzw. Eins fiir (noch) mogliche Ausprigungen enthilt.

Bsp.: Informationsvektor fiir die Information, daf} eine Person braun- oder schwarzhaarig ist:

Haarfarbe
blond braun rot schwarz sonst.
o [ 1t [ o0 | 1 0 ]

Dieser Vektor (Abbildung 3 links) “liegt” fiir den i-ten Knoten auch in der i-ten Dimension!!. Damit kann
durch Multiplikation von p(X|S") mit diesem Vektor und anschlieBende Normierung der neuen Tafel
p(X|S", Information) das EinflieBen von Information in das Netz berechnet werden, da durch die Multi-
plikation mit dem Informationsvektor die Wahrscheinlichkeiten aller durch den Benutzer ausgeschlossenen
Knoten-Zustands-Konfigurationen auf Null gesetzt werden. Mit der anschlieBenden Normierung der neuen
Tafel wird erreicht, dal die Gesamtwahrscheinlichkeit wieder 1 betriigt (Y. p(X|S", Information) = 1).

Die einzelnen Wahrscheinlichkeiten der Knotenausprigungen erhilt man vor der ersten sowie nach jeder Infe-
renzberechnung durch Marginalisierung der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitstafel

(Xx\x; p(X|S") bzw. DX\ X; p(X|S", Information) V X; € X).

Von der eigentlichen Idee her ist dieser Ansatz einfach, wegen der mit zunehmender Anzahl der Knoten extrem
wachsenden Tafel p(X|S") ist diese Art der Berechnung allerdings i.d.R. inakzeptabel aufwendig - ein Problem,
dem wir nicht zum letzten Mal begegnet sind.

3.3 Cluster-Tree / Junction-Tree

Ein Bayes’sches Netz stellt bedingte Abhéngigkeiten und damit eben auch bedingte Unabingigkeiten dar, es
ist also, wie an der Spezifikation des Bayes’schen Netzes selbst schon zu erkennen ist, eben nicht notwendig
eine gemeinsame Wahrscheinlichkeitstafel aller Knoten aufzustellen. Man ist stattdessen bestrebt gemeinsame
Wahrscheinlichkeitstafeln statt fiir die Gesamtmenge der Merkmale nur fiir Teilmengen der Knoten aufzu-
stellen. Diese Teilmengen miissen sinnvoll gewédhlt werden. Optimal wire es wenn die Tafeln zu den Knoten-
teilmengen nicht grofler wéren als die urspriinglichen bedingten Wahrscheinlichkeitstafeln zu den einzelnen
Knoten, d.h. die Tafeln sollen nicht grofler werden als dies zur Darstellung der im Netz enthaltenen Abhéngig-
keiten notig ist. Die gesuchten Teilknotenmengen entsprechen den Cliquen im moralischen Graphen'? zum

DAG.

Def.: Als Cliquen bezeichnen wir maximal verbundene Teilgraphen, das sind Ausschnitte eines
Graphen in denen jeder Knoten mit jedem anderen verbunden ist.

Uwir wollen allgemein von einer festen Zuordnung eines Knotens im Netz zu einer Dimension der korrespondierenden

Tafeln ausgehen

2Der moralische Graph wird durch die “Verheiratung” (paarweise Verbindung durch eine (ungerichtete) Kante)
aller Elternknoten und durch die anschlieBende Uberfiihrung in einen ungerichteten Graphen gewonnen (siehe auch
Abschnitt 2.3 und 2.3.1).
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® CBD > CDEF D
—= DAG > Cliquen > Cliquen

moralischer Graph
_____ triangulierter Graph <> Separatoren <> Separatoren

Abbildung 4:

1)  DAG—moral. Graph—triangulierter Graph
2)  Cluster-Tree (entsprechend moral. Graph)
3)  Junction-Tree (entpsrechend triangulierter moral. Graph)

Der Einfluf einer gegebenen Information ist dabei i.d.R. nicht auf Knoten innerhalb einer Clique beschrinkt
und so muf} Information auch zwischen den Cliquen weitergereicht werden konnen.

Information, die zwischen zwei Cliquen weitergegeben werden muf, kann nur jene Knoten betref-
fen, die in beiden Cliquen enthalten sind, das ist die Schnittmenge oder Separatorenmenge der
betreffenden Cliquen.

Im Sinne einer einfachen Berechnung sollen die Cliquen mit den dazugehotrigen Tafeln in einem Baum or-
ganisiert werden, wobei die Separatoren, zu denen ebenfalls die gemeinsamen Wahrscheinlichkeitstafeln der
enthaltenen Knoten gebildet werden, als Verbindungskanten fungieren.

Def.: Um den Baum aufzustellen benutzen wir folgendes Verfahren:

Es werden zundchst die beiden Cliquen, die iber die grifite Separatormenge verbunden sind zu
einem initialen Baum zusammengefiigt. Danach werden sukzessive die jeweils grifste verbliebe-
ne Separatorenmenge und die durch sie verbundenen Clique dem Baum angeschlossen, wenn
die Baumstruktur dabei erhalten bleibt. Einen so aufgestellten Baum nennen wir Cluster-Tree.
([Jensen (1996)])

Um dabei zu gewiihrleisten, dafl verschiedene Tafeln, die dasselbe Merkmal beinhalten auch dieselbe Informa-
tion zu diesem Knoten wiedergeben, muf} ein Knoten der in zwei Cliquen auftaucht auch in jeder Separato-
renmenge auf dem Weg zwischen den beiden Cliquen enthalten sein. Es zeigt sich, dafy diese Bedingung mit
dem bisher beschriebenen Verfahren zur Erstellung eines Cluster-Tree’s noch nicht fiir jeden Graphen erfiillt
ist (siehe Abbildung 4 2) Merkmal D). Sie ist aber in jedem Falle dann erfiillt, wenn der zugrundeliegende
Graph trianguliert ist.

Def.: Als trianguliert wird ein Graph dann bezeichnet wenn er - ungeachtet eventueller Kanten-
richtungen - keinen Zirkel mit mehr als drei Knoten beinhaltet, ohne daf$ dieser Zirkel abkiirzbar
wdre.

Ein nicht triangulierter Graph kann durch Hinzufiigen von Kanten i.d.R. auf verschiedene Arten in einen tri-
angulierten Graphen {iberfiihrt werden. So ist z.B. ein zugehoriger vollstindig verbundener Graph trianguliert.
Im Sinne des Verfahrens muf} aber versucht werden einen Graphen, sofern er die Bedingung noch nicht erfiillt so
zu triangulieren, dal moglichst wenige Kanten eingefiigt werden bzw. die Cliquen und damit die aufzustellen-
den Tafeln klein gehalten werden. Wir sollten dabei aber nicht vergessen, dafl diese Kanten lediglich eingefiigt
werden um die korrekte Ubermittlung des Wissens zwischen den Cliquen zu gewihrleisten, wenn wir danach in
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der beschriebenen Art und Weise einen Baum aufstellen. Jedoch sind diese Kanten keine informativen Kanten
im Sinne der Darstellung (weiterer) bedingter Abhingigkeiten. Wir nehmen an dieser Stelle nur in Kauf, daf§
die Cliquen-Tafeln grofler werden als zur Darstellung der enthaltenen Information eigentlich nétig wire. Es
handelt sich also lediglich um andere Ausschnitte (marginale Tafeln) der grofien gemeinsamen Wahrscheinlich-
keitstafel p(X|S") (geméB Gleichung (1)), die bei allen Berechnungen unsere Refernz sein soll. Eine Methode
zur Triangulation von Graphen und gleichzeitiger Identifikation der Cliquen kann in [Jensen (1996)] gefunden
werden. Mit einer einfachen Erweiterung, um moglichst wenige Kanten zur Triangulierung einzufiigen, lautet
das Verfahren:

Wiihle einen Knoten und verbinde alle Nachbarn paarweise durch weitere Kanten (fill-ins), soweit
sie nicht schon verbunden sind. Wihle dabei den Knoten bei dem die wenigsten fill-ins entstehen.
Der ausgewdihite Knoten mit allen Nachbarn bildet eine Clique. Entferne danach den ausgewdhlten
Knoten und alle anliegenden Kanten und fithre das Verfahren mit dem Restgraphen erneut durch,
bis alle Knoten einer Clique zugeordnet wurden. Der Ursprungsgraph plus alle so erstellten fill ins
ist dann trianguliert. Unverbundene Teilgraphen kinnen (nur) getrennt trianguliert werden.

Def.: Zu einem triangulierten moralischen Graphen kann dann ohne weitere Probleme, wie
erldutert ein Baum aufgestellt werden, der die genannten Bedingungen fiir die Berechnung erfiillt
und dann als Junction-Tree bezeichnet wird.

3.4 Inferenzberechnung mit dem Junction-Tree

Um einen konsistenten Junction-Tree zu erhalten benéttigen wir die gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
tafeln zu den Cliquen und Separatoren.

Def.: FEin Junction- Tree ist konsistent wenn fiir alle Knoten X; gilt, daf8 jede Cliquen- / Separatoren-
Tafel, die X; beinhaltet auch dieselbe Information iiber diesen Knoten enthdlt. d.h. ZX\Xi T, =

ZX\Xi T, wobei T 5 fiir alle entsprechenden Paare aus der Menge der Cliquen- und Separatoren-
Tafeln stehen.

Die Cliquen- und Separatoren-Tafeln kénnten natiirlich aus der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitstafel zu allen
Knoten berechnet werden:

p(Xals") = 3 T p(xiPas, " (2)

X\X.p i
p(Xsep|Sh) = Z Hp(Xi‘PaiaSh) (3)
X\Xsep ¢

dabei sind  S* die gegebene Netzstruktur
X alle Knoten in S*
Xel die Knoten in einer Clique cl
Xsep die Knoten in einem Separator sep
X; der i-te Knoten in S*
Pa; Menge der Eltern von X;

Dieser Ansatz soll aber gerade vermieden werden. Es zeigt sich, daf§ der korrekte konsistente Junction-Tree
erhalten werden kann, indem alle Tafeln (Cliquen und Separatoren) zunédchst mit 1 (alle Elemente) initialisiert
werden. danach werden die bedingten Wahrscheinlichkeitstafeln fiir alle Knoten in jeweils eine Home-Clique
dieses Knotens einmultipliziert.

Def.: Fine Home Clique zu einem Knoten X; ist eine Clique die sowohl X; selbst als auch alle
Eltern-Knoten von X; (Pa;) enthdlt.

Durch die DAG-Struktur und die bedingungen zum Aufbau des Junction-Trees ist gewéihrleistet, dafl minde-
stens eine Home-Clique zu jedem Knoten existiert.

Nachdem der Junction-Tree aufgebaut, und die Tafeln wie beschrieben initialisiert wurden muss eine initiale
Propagation erfolgen, um den gesuchten konsistenten Junction-Tree zu erahlten.

Bevor wir beschreiben wie die Propagation in einem Junction-Tree durchgefithrt werden kann, soll auf eine
eventuelle Fehlerquelle bei der Schitzung der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitstafeln zu Cliquen- und Separa-
torenmengen sei an diser Stelle noch gesondert hingewiesen: Die Cliquen und Separatorentafeln diirfen nicht
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direkt aus einem zur Verfiigung stehenden Datensatz abgeleitet werden, indem sie etwa als Kontingenztafeln
aufgestellt und anschliefend normiert werden. Sowohl die von moralischen als auch die von Triangulations-
kanten betroffenen Cliquentafeln (und damit evtl. auch die zugehérigen Separatorentafeln) sind rein von ihrer
Grofe her in der Lage Abhéngigkeiten zwischen den enthaltenen Werten darzustellen, die nicht aus dem dazu-
gehorigen DAG ableitbar sind. Solche Abhéngigkeiten wiirden aber durch die direkte Ableitung aus Daten in
den Tafeln dargestellt!3. Es ist also auch bei der Stiitzung der Wahrscheinlichkeitsschiitzung auf Daten nétig,
zuerst die bedingten Wahrscheinlichkeitstafeln aus den Daten abzuleiten (Kontingenztafeln + Normierung),
um dann aus ihnen die gemeinsamen Wahrscheinlichkeitstafeln zu den Cliquen und Separatoren zu gewinnen.
Die Propagation kann nun wie folgt durchgefiihrt werden: Nehmen wir an V und W sind benachbarte Cliquen
im Junction-Tree. Zu Clique V (zu einem der enthaltenen Merkmale) wurde Information in der Form eines
Informations-Vektors gegeben und durch Multiplikation mit der Cliquentafel p(V|S™) zu V (Abbildung 3) und
Normierung dieser neuen Tafel p'(V|S") in den Junction-Tree eingebracht. Zunéichst wird fiir die Kante also
den Separator VWge,, zwischen V und W eine neue Separatorentafel p'(VWegep|S") entsprechend Gleichung
(3) aus p'(V|S") (nicht etwa aus p(W|S")) erzeugt. Danach wird die neue Tafel zur Clique W gewonnen
durch (nach [Jensen (1996)]):

P (VWeepS")

p,(W‘Sh) = p(W‘Sh) p(VWsep|Sh)

(4)
Def.: Damit ist eine Informationsweiterleitung von Cliqgue V nach Clique W erklirt.

Die gesamte Neuberechnung eines Junction-Tree’s, wenn Information gegeben wird, kann z.B. erfolgen durch:

1. Multiplikation des Informations-Vektors mit jeder Cliquentafel, die das Merkmal enthilt zu dem der
Informationsvektor gegeben wurde.

2. Wahl einer beliebigen Root-Clique im Junction-Tree.

3. Informationsweiterleitung entsprechend Gleichung (4) ausgehend von der Root-Clique bis zu den Bliittern
des Junction-Tree’s und anschlieflend eine weitere Informationsweiterleitung ebenfalls gem&f Gleichung
(4) in umgekehrter Reihenfolge von den Blittern zur Root-Clique. Damit wird bei einem Update-
Durchlauf iiber jede Kante im Junction-Tree zweimal (in jeder Richtung einmal) Information weiterge-
leitet.

Dieses Verfahren ist als “HUGIN propagation”!* bekannt und u.a. auch in [Jensen et al. (1990)] und

[Dawid (1992)] beschrieben. Es stellt eine Abwandlung des in [Lauritzen & Spiegelhalter (1988)] beschriebenen
Verfahrens dar. Eine andere Methode zur Informationsweiterleitung kann in [Shafer & Shenoy (1990)] gefunden
werden. Weitere Propagationsmethoden fiir diskrete Variablen sind z.B. in [Shachter (1988)],

[Pear] (1986)] und [D’Ambrosio (1991)] beschrieben. Fiir Gauss’sche Variablen (u.U. gemischt mit diskreten
Variablen) sind Verfahren in [Shachter & Kenley (1989)] und [Lauritzen (1992)] zu finden.

3.5 Konsequenzen

Auf unsere Fragestellung bezogen, worauf im Sinne einer effizienten Inferenzberechnug bei der Erstellung einer
Netzstruktur geachtet werden muf}, konnen wir nun festhalten, daf fiir die Komplexitit der Berechnung neben
der reinen Anzahl der Merkmale insbesondere die Gréfie der Cliquen und damit der entsprechenden Tafeln von
Bedeutung ist. Zur Anzahl der Merkmale ist zu sagen, dafl die interessierenden Merkmale vom Benutzer zu
bestimmen sind. Sollten sich durch die Berechnungen zur Bestimmung der Netzstruktur Merkmale als nicht so
bedeutend erweisen, wie vielleicht vom Benutzer zunéchst erwartet, so soll es auch an ihm liegen diese Merkmale
wieder aus dem Netz zu streichen. Automatisch soll darauf aber kein Einflufl genommen werden. Der andere
Punkt, die Grofle der zum Junction-Tree zu erzeugenden Tafeln, wird seinerseits bestimmt von der Komplexitét
des zugrundeliegenden DAG’s, kann aber durch die u.U. notwendige Triangulierung zusétzlich in die Hohe
getrieben werden. Allerdings sollte dieses Problem, abhiingig von der verwendeten Triangulationsmethode,
nicht allzusehr in’s Gewicht fallen. An Abbildung 4 koénnen wir erkennen, dafl durch die Triangulation statt
einer Drei-Knoten- und vier Zwei-Knoten-Cliquen vier Drei-Knoten-Cliquen entstanden sind. Auch wenn man
den Zirkel aus Abbildung 4 durch weitere Knoten vergréern wiirde, entstiinden keine Cliquen mit mehr als drei
Merkmalen. Erst bei komplexeren Mehr-Zirkel-DAG’s kann je nach verwendeter Methode die Grofle einzelner
Cliquen durch Triangulation um mehr als ein Merkmal steigen. Alles in allem bleibt aber die Dimension des

139aB nicht alle aus einem Datensatz scheinbar herleitbaren Abhingigkeiten dargestellt werden sollen wird noch einen
gewichtigen Punkt dieser Arbeit darstellen

"HUGIN ist ein Propagations-Tool fiir Bayes’sche Netze, daff in Zusammenarbeit mit der Aalborg University (Den-
mark) entwickelt wurde.
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Ausgangs-DAG’s hauptausschlaggebend fiir eventuell nicht mehr in annehmbarer Zeit berechenbare Inferenz.
Diese Dimension in vertretbaren Grenzen zu halten wird also ein wichtiges Anliegen bei der Gewinnung einer
Netzstruktur sein; dieses jedoch auch noch aus anderen Griinden, wie wir noch sehen werden.

4 Grundlagen und Zielsetzung

Bisher haben wir gesehen wie ein Bayes’sches Netz spezifiziert wird und wie in einem solchen Netz - abhéingig
von der Komplexitit des Netzes - effizient gerechnet werden kann. Nun miissen wir uns einige Gadanken darum
machen was wir von einem solchen Netz erwarten, worauf wir es griinden und welche Folgen das fiir unser
weiteres Vorgehen zur Bestimmung der Netzstruktur haben muf}. Dabei wird die Komplexitéit der Abhéngig-
keiten unter den Merkmalen durch die Netzstruktur abgebildet, die damit bestimmt mit wievielen Werten
(Parametern) die Abhéngigkeiten letztlich zu beschreiben sind. Vor diesem Hintergrund muf die Bestimmung
der Netzstruktur gesehen werden. Bei der Netzstruktursuche soll auf verschiedene Arten von Wissen zuriick-
gegriffen werden, zum einen handelt es sich dabei um Vorwissen - i.d.R. von einem Experten vorgegeben,
zum anderen um die Aufzeichnung der Merkmalsausprigungen mehrerer (moglichst vieler) konkreter Fille
(Datensatz).

4.1 Bayes’sche Netze als Modellannahme

Ganz allgemein ist ein Bayes’sches Netz ein Modell. In sehr vielen, ganz verschiedenen Bereichen finden un-
terschiedlichste Modelle Verwendung. Auch in der Statistik wird noch mit diversen anderen Modellannahmen
gearbeitet, wie sie z.B. bei der (linearen) Regressionsanalyse oder auch der Diskriminanzanalyse getroffen
werden. Gemein ist allen Modellen, daf} sie einen, fiir den zu behandelnden Problembereich angemessenen
Ausschnitt der Wirklichkeit repriisentieren, wobei i.d.R. neben der Abgrenzung des Modellausschnitts nach
auflen ein weiteres Ziel darin besteht, iiber den im Modell dargestellten Bereich selbst verschiedene vereinfa-
chende Annahmen zu treffen.

Ein Bayes’sches Netz soll solche Merkmale enthalten, deren Wahrscheinlichkeitsverteilungen entweder progno-
stiziert werden sollen oder die zur Prognose dieser Merkmale als relevant betrachtet werden und iiber die
spéter in einem konkret zu bestimmenden Fall zumindest Teilweise vom Benutzer Information gegeben wer-
den kann - wobei in der Nutzung des Netzes die Rolle der Merkmale auch von Fall zu Fall wechseln kann, je
nachdem iiber welche der Merkmale Informationen vorliegen. Wie auch immer, durch die Wahl der Merkmale
wird also der Ausschnitt der Wirklichkeit gewihlt, den wir durch das Modell spezifizieren wollen. Innerhalb
dieses Bereichs ist eine Einschrinkung durch das Modell selbst gegeben, durch das von vornherein festgelegt
ist, daf} sich das darzustellende Problem durch die Einfliisse verschiedener Merkmale aufeinanderder spezifi-
zieren 148t und dafl der Einflufl den die Merkmale untereinander entwickeln in der Form bedingter - mehr oder
weniger auch als kausal zu interpretierender'® - Abhiingigkeiten darstellbar ist. Eine weitere entscheidende
Vereinfachung gegentiber der “Wirklichkeit” wird erst bei dem Aufstellen eines konkreten Bayes’schen Netzes
durch die Auswahl der tatsdchlich in die Netzstruktur umgesetzten Abhéngigkeiten getroffen. In “Wirklich-
keit” wird es so sein, daf} tatsichlich alle Merkmale direkten Einfluf aufeinander ausiiben. Als Beispiel sei
das Paradebeispiel der Chaos-Theoretiker angefiihrt, nachdem der Schlag eines Schmetterlingsfliigels in China
einen Tornado in Nordamerika auslésen kann. Die Frage wird aber sein welche Abhiéingigkeiten tatséchlich zu
verifizieren sind bzw. durch die Darstellung welcher (wievieler) Abhéingigkeiten man ein moglichst optimales
Modell erhélt. Wir wollen hier als eine weitere Einschrinkung Bayes’scher Netze festlegen, daf die in ein
solches Netz aufgenommenen Merkmale in jedem Fall beobachtbar sein miissen.

4.2 Parameter und Dimension eines Bayes’schen Netzes

Bei einem Bayes’schen Netz handelt es sich um ein sogenanntes parametrisiertes Modell. Wie wir bereits
gesehen haben wird ein Bayes’sches Netz normalerweise durch seine Netzstruktur und den dazu korrespon-
dierenden bedingten Wahrscheinlichkeiten gegeben. Was ist dabei nun genau der Zusammenhang zwischen
Parametern und bedingten Wahrscheinlichkeiten, wie wir sie bisher verwendet haben? Die beiden Formen
sind ineinander tiberfiihrbar. Unter dem Begriff Parameter verstehen wir in diesem Zusammanhang die be-
dingten Wahrscheinlichkeiten der ersten r; — 1 Zustéinde eines Knotens X; gegeben die Ausprigungen seiner
Eltern Pa;. Denn als Parameter wollen wir nur solche Werte bezeichnen, die keine Redundanz aufweisen. Die
bedingte Wahrscheinlichkeit des letzten (r;-ten) Zustands eines Knotens X; ist aber durch die ersten r; — 1

15Es existieren Ansitze in denen die Interpretation der Kantenrichtungen als kausale Richtungen sehr strikt verfolgt
wird, wir wollen in diesem Punkt aber diesen hohen Anspruch nicht erheben.
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Werte bereits gegeben, da sich die Summe der bedingten Wahrscheinlichkeiten bei einer jeweils gegebenen El-
ternzustandskonfiguration zu 1 ergeben mufl. Diese vielleicht kleinlich wirkende Abgrenzung von Parametern
und bisher verwendeten bedingten Wahrscheinlichkeitstafeln ist deswegen von besonderer Bedeutung, weil die
Anzahl der zu schitzenden Parameter, die der Dimension einer Netzstruktur S* entspricht ein exaktes Mafl
fiir die tatéchlich in einer Netzstruktur umgesetzten Abhéngigkeitsverhéltnisse darstellt. Die Dimension einer
Netzstruktur S” ist bestimmt durch:

dim(S") = Zq (ri—1) (5)

n  ist die Anzahl der Knoten in S"
q; ist die Anzahl der Elternzustandskonfigurationen eines Knotens X;
r; ist die Anzahl der Ausprigungen von X;

Die Dimension eines Bayes’schen Netzes sollte nicht mit der Dimensionalitét einzelner Tafeln verwechselt
werden!

4.3 Ziel

Die Giite mit der ein Bayes’sches Netz die Wirklichkeit abbildet und damit die Genauigkeit der Prognosen,
die es liefern kann, hiingt, wie bei allen parametrisierten Modellen, eben von der Wahl der Parameter - hier
der bedingten Wahrscheinlichkeiten - ab. Um ein gutes Modell zu erhalten miissen demnach einerseits die
Parameter - die wir im folgenden immer mit 6 bezeichnen - moglichst gut geschétzt werden. Wir werden uns
mit dieser Frage beschiiftigen, obwohl sie nicht das eigenliche Thema dieser Arbeit darstellt. Welche Parameter
aber andererseits zu schiitzen sein werden, wird durch die - Hypothese iiber die - Netzstruktur S bestimmt.
Um das Finden wenn schon nicht der “wahren”!%, so doch einer méglichst guten Netzstruktur soll es in dieser
Arbeit letztenendes gehen. Andersherum ausgedriickt wollen wir eine Netzstruktur finden, die es erlaubt die
Parameter so zu bestimmen, dafl unser Netz gute Prognosen liefert. Die Suche nach der Netzstruktur ist also
von der Schitzung der Parameter nicht wirklich zu trennen, zumindest mufl die Frage, wie die Parameter
bestimmt werden bei der Struktursuche beriicksichtigt werden. Daher beginnen wir mit der Schéitzung der
Parameter, woraus sich dann die Berechnungsformel, mit der wir Netzstrukturen bewerten werden ableiten
148¢.

4.4 Grundlage der Schitzung

Fiir beide Fragestellungen, der Suche nach den Parametern einerseits, als auch der anschlieflenden Suche nach
der Netzstruktur andererseits bendtigen wir eine Grundlage auf die wir unsere Schitzung stiitzen kénnen.
Diese Grundlage soll zum einen durch Vorwissen iiber die Netzstruktur und die Parameter und zum anderen
durch neues Wissen gebildet werden, das uns in Form eines Datensatzes D zugénglich wird. Das Vorwissen
kann z.B. von Experten gegeben werden, wir werden aber auch Verfahren diskutieren mit einem Minimum an,
bzw. ohne Vorwissen auszukommen.

4.4.1 Der Datensatz

Was den Datensatz betrifft gehen wir ja davon aus, dafl die Merkmale, die wir in ein Bayes’sches Netz inte-
grieren, beobachtbar sind. D.h. wir wollen auch davon ausgehen, dafy der Datensatz D alle diese Merkmale
enthilt. Desweiteren sollen auch alle Merkmale in jedem in D enthaltenen Fall beobachtet worden sein.

Def.: Einen Datensatz der diese Bedingungen erfillt nennen wir vollstindig.

Es gibt Methoden um auch mit unvollstdndigen Daten umzugehen. Dabei kénnen Merkmale in einzelnen oder
auch in allen Fillen unbeobachtet geblieben sein. Wenn ein Merkmal in allen Fallen nicht beobachtet wurde so
handelt sich um eine im obigen Sinne unbeobachtbare Variable. Bei teilweise nicht beobachteten Merkmalen
muf} noch unterschieden werden zwischen den Méglichkeiten, dafl das Nichbekanntsein der Ausprigung einer

5Da ein Bayes’sches Netz wie alle Modelle eine der Problemstellung angemessene Vereinfachung der Wirklichkeit
darstellt, kann ohnehin bestenfalls eine im Sinne der Fragestellung und unter den Restriktionen des Modells optimale
Losung gefunden werden.
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Variable in einzelnen Fillen abhiéngig!” bzw. unabéingig von der tatséchlichen Ausprigung ist. Bei unbeobacht-
baren Variablen liegt immer der unabhingige Fall vor; dagegen ist der abhéngige Fall wesentlich schwieriger
zu handhaben. Trotzdem gehoren beide Fille einem weiteren grofien Feld der Statistik an und sollen hier nicht
weiter behandelt werden.

4.5 Bayes’sche Statistik

Nicht festgelegt ist neben der Anzahl der Merkmale, die in ein Netz aufgenommen werden auch die “Grofie”
des Datensatzes - also die Anzahl der Fille die er enthiilt.

Def.: Dieses Kennzeichen bezeichnen wir als Beobachtungsumfang des Datensatzes.

Bei der Verwendung der Daten soll im Sinne der Bayes’schen Statistik nicht aufler acht gelassen werden,
daf} die Schétzung eines Parameters umso sicherer ist je mehr Beobachtungen der Schitzung zugrundeliegen.
Dieser Anzatz ist von besonderer Bedeutung, da je grofler ein Datesatz ist umso geringer sollten sich zufillige
Schwankungen bemerkbar machen (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen) und umso besser sind auch - rein
numerisch - gegebene Wahrscheinlichkeiten darstellbar.

Es geht dabei insbesondere darum eine zu starke Anpassung (over fitting) des Netzes an die i.d.R. durch
zuféllige Stérungen verzerrten Daten zu vermeiden. Im Gegensatz z.B. zur linearen (quadratischen...) Re-
gression, in der das Mafl der méglichen Anpassung an die Daten bereits mit der Modellwahl festgelegt wird,
ist diese Anpassung in einem Bayes’schen Netz eben durch die Netzstruktur weitgehend variabel, worin eine
Stirke aber auch eine Gefahr liegt. Man mdge beachten, daf mit S* insbesondere auch die Anzahl der zu
bestimmenden Parameter (= Dimension(S")) gegeben ist. Je mehr Parameter es aber gibt umso geringer
wird deren Fundierung durch Beobachtungen sein.

Wie sich zeigen wird kann dieses Prinzip der Gewichtung von Wissen durch Beobachtungsumfinge nicht nur
auf den Teil der Schiitzung, der sich auf die Daten D bezieht angewendet werden, sondern in Aquivalenter
Weise auch auf das Vorwissen iiber S* und die Parameter . Denn auch das Vorwissen, ob von Experten
vorgegeben oder z.B. auch selbst aus zuvor erhaltenen Daten gewonnen, bezieht sich i.d.R. weitestgehend
auf eine Wissensbasis aus gemachten Beobachtungen iiber den fraglichen Sachverhalt'®. Durch diese Form der
Betrachtung und der sich daraus ableitenden Vorgehensweise werden wir eine, im Sinne unserer Berechnungen,
homogene Wissensbasis aus Vorwissen und Daten erhalten.

5 Parameterschitzung

5.1 Grundlagen der Parameterschitzung

Da letztendlich die Parameter (die bedingten Wahrscheinlichkeiten) ein Bayes’sches Netz bestimmen und die
Struktur des Netzes die Anzahl der Parameter bestimmt, beschéftigen wir uns, wie angekiindigt zunichst mit
der Schétzung der Parameter, bevor wir daraus einen sinnvollen Weg zur Bestimmung der Art und Anzahl
der Parameter also der Netzstruktur an sich ableiten.

Belassen wir es noch einen Moment bei einer getrennten Betrachtung von Vorwissen und Daten, so ist zunéchst
von Interesse wie die Parameter nur aus den Daten D bestimmt werden konnen - das Vorwissen liegt ja ohnehin
in der Form von Parametern eines Bayes’schen Netzes, also in bedingten Wahrscheinlichkeiten vor. Um die
Parameter zu bestimmen ben&tigen wir die Verteilung der Parameter bei gegebenen Daten'?: p(8|D). Fiir den
Moment lassen wir dabei neben dem Vorwissen auch noch aufler Acht dafl die Parameter selbst in Bayes’schen
Netzen von der Netzstruktur abhéngen und betrachten den Fall zunéchst moglichst allgemein.

Um zu leichter bestimmbaren Termen zu gelangen zerlegen wir p(f| D) entsprechend der Bayes-Regel?’:

p(8)p(D|6)
p(D)

"liegen z.B. iiber die Stiirke eines Erdbebens aus der dem Epizentrum nichstgelegenen Mefstation keine MeBdaten
vor, so konnte dies eine Indikation fiir ein besonders schweres Beben sein, das auch die seismologischen Mefinstrumente
in Mitleidenschaft gezogen hat.

"8wir gehen auf ein Problem in diesem Zusammenhang noch im Abschnitt 9.1 ein

9Fiir die Parameterschitzung gibt es auch andere Ansitze, die wir am Ende dieses Kapitels kurz erdrtern.

20 _ p(A)p(BlA)
p(A|B) = p(B)

p(0|D) = (6)
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Abbildung 5: Einige beispielhafte Beta-Verteilungen

dabei sind  p(D) = [p(D|0)p(#)df d.h. p(D) ist eine
von # unabhingige Normierungskonstante;
auch marginal Likelihood genannt
p(9) die a-priori-Wahrscheinlichkeiten
der Parameter
p(D|6) die Likelihood der Daten bei
gegebenen Parametern

Die einzelnen Teile der Gleichung werden wir nun betrachten.

5.2 Einstweilige Vereinfachung des Problems

Die Gleichung (6) ist sehr allgemein gehalten. Um uns unserer konkreten Fragestellung zu niheren - der Be-
stimmung der Parameter in einem Bayes’schen Netz - werden wir schrittweise die speziellen Bedingungen
in unserer Problemstellung miteinbeziehen. Fiir eine erste Bestimmung der Likelihood p(D|f) und den a-
priori-Wahrscheinlichkeiten der Parameter p(f) gehen wir daher zuerst von einer einzigen binomial verteilten
Variable X mit den Ausprigungen X = Kopf und X = Zahl (Beispiel Miinzwurf) aus, fiir deren Wahr-
scheinlichkeitsspezifikation ein einziger Parameter 6 ausreicht (die Gegenwahrscheinlichkeit ist durch 1 — 6
gegeben).

Damit erhalten wir fiir die Likelihood:

p(D18) = §*PI (1 — g)*aMt (7)

wobei  kopf = Njops und zahl = N.qp  die Anzahlen der beiden Ausprigungen
Kopf und Zahl des Merkmals X in D
darstellen.

Indem wir die Produkte 857/ = []*?/ 9 und §2ah! = [T>*" (1 — ) bilden unterstellen wir - wie im weiteren
auch immer - die Unabhingigkeit der einzelnen “Wiirfe” bzw. Beobachtungen. Auch dies stellt eine weitere
Bedingung in unseren Annahmen - diesmal in Bezug auf den Datensatz D - dar. Allerdings sollte die Unab-
hingigkeitsannahme der einzelnen Beobachtungen fiir die meisten Féllen adiquat sein.

5.3 Die Beta-Verteilung

Die a-priori-Wahrscheinlichkeitsverteilung des Parameters p(6) ist, unter der fiir diesen Fall gebriuchlichen
Annahme einer Beta-Verteilung gegeben durch:

(o)
F(akopf)r(azahl)

p(e‘akopf, azahl) = Beta(0|ak0pf, azahl) = 0“’“”‘1(1 — 6)“”“‘1 (8)

22



UserSampleSize = 1000
Olycops + N icopt
1000 +

zB.
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Abbildung 6: Gemeinsame gleichartige Betrachtung der Quatititen Nyopr, Nogp und agopr, Qzani,
die aus dem Vorwissen und den Daten gewonnen wurden

dabei sind  agopy und aom die Hyperparameter der Beta-Verteilung

es handelt sich dabei um Quantititen
dquivalent zu kopf und zahl, die aber
nicht aus einem Datensatz gewonnen
werden sondern das Vorwissen
(i.d.R. vom Benutzer gegeben)
widerspiegeln

O = Qpopf + 0zqny  der Beobachtungsumfang, aus dem
das Vorwissen geschopft wurde

T() die T'-Funktion siehe Abschnitt 5.4.1

Als a-priori bezeichnen wir diese Verteilung, weil wir nur von dem Vorwissen gegeben durch ayopp und azam
ausgehen. Indem agops und aqp; das Vorwissen in der Form von Quantitdten dquivalent zu kopf und zahl
wiedergeben sind wir bei der angekiindigten dquivalenten Behandlung des Vorwissens und der Daten.

5.4 Gleichartige Betrachtung von Vorwissen und Daten

Wir hatten bereits gesehen, dafl ein Datensatz neben Informationen iiber die Verteilungen der Merkmale (—
Parameter), durch den Beobachtungsumfang auf den sich ein Parameter griindet auch Aufschlufl dariiber gibt,
mit welcher Sicherheit der geschitzte Wert des jeweiligen Paramteres angenommen werden kann. Dasselbe
kann nun auch fiir die vom Benutzer erwarteten Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten von X = Kopf
bzw. X = Zahl realisiert werden.

Def.: Die Grifie von a = qpops + Qzani Spiegelt den Beobachtungsumfang eines (imagindren)
Datensatzes Dy orwissen Wieder, aus dem der Benutzer sein Wissen bezogen hat. Die Werte fiir
Oopf UNA Q.qp kOnnen gewonnen werden indem das Vorwissen iber die Wahrscheinlichkeiten
DVorwissen(X = Kopf) und pyvorwissen(X = Zahl) multipliziert wird mit einem Wert, der den
Umfang dieses (imagindren) Datensatzes Dy opwissen wiedergibt und im Folgenden als UserSampleSize
bezeichnet wird.

Diese Technik ist als equivalent sample size ([Heckerman (March 1995)]) bekannt. Auf diese Weise erhalten
wir eine Art Kontingenztafel korrespondierend zu Dy ppyissen -

Dabei sind die Begriffe “Kontingenztafel” und “Datensatz” nicht allzu wortlich zu begreifen. Wie wir an Ab-
bildung 7 erkennen koénnen lassen wir zu, daf§ durch die Multiplikation UserSampleSize - Py orwissen nicht
unbedingt nur ganzzahlige Werte in der “a-Kontingenztafel” entstehen, was wie im Beispiel der Abbildung 7
z.B. “halben Beobachtungen” in Dy ,ryissen entspriache. Zwar wire so etwas nicht moglich wiirden wir streng
voraussetzen, dafl sich das Vorwissen tatséichlich (ausschlieBlich) auf gemachte, zéhlbare Beobachtungen (also
z.B. einzelne Erfahrungen eines Experten) griindet und die UserSampleSize auch genau diesen Beobachtungs-
umfang wiedergibt, jedoch wollen und miissen wir in diesem Punkt nicht derartig restrektiv verfahren. Der
Experte soll sein Wissen durchaus intuitiv formulieren diirfen, in der Unterstiitzung genau dieser Moglichkeit
durch die graphische Netzstruktur und den dazu korrepondierenden bedingten Wahrscheinlichkeiten liegt ja
eine der Stidrken Bayes’scher Netze, die wir uns an dieser Stellen nicht nehmen wollen, imdem wir den Ex-
perten dazu zwingen sein Vorwissen tiber dir Wahrscheinlichkeiten und den Wert fiir die UserSampleSize
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Abbildung 7: Zusammenhang im Vorwissen von: Wahrscheinlichkeiten, Hyperparameter o und
“Erfahrungsschatz” Dy opyissen (iiber UserSampleSize)
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Abbildung 8:
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exakt aufeinander abzustimmen. Man bedenke dabei, dafl in einem realen Netz u.U. die Angabe sehr vieler
Wabhrscheinlickeitswerte vom Benutzer verlangt wird. Aus diesem Umstand erklirt sich aber die Verwendung
der T'-Funktion.

5.4.1 Die I'~-Funktion

Fiir die T-Funktion gilt fiir natiirliche Zahlen n: T'(n) = (n—1)! jedoch ist die I'-Funktion die stetige Fortsetzung
von (n — 1)!; also auch fiir alle Zwischenwerte erklért.

5.5 Die Normierungskonstante der Beta-Verteilung

Betrachten wir, etwas vorgreifend die Beta-Verteilung mit Hinblick auf unser Vorhaben letztendlich keine
Parameter, sondern Netzstrukturen zu bewerten etwas genauer. Dabei wollen wir génzlich um die eigentliche
Parameterschitzung umhinkommen. Es zeigt sich, dafl in Gleichung (8) ein Teil separierbar ist, der 6 nicht
enthilt und als Normierungskonstante dient:

[(a)
1—1(Oékopf)r(04zahl

) = CBeta(akopf: azahl) (9)

womit dann, wie fiir eine Verteilung gefordert gilt:

I'(a) —1 —1
6akopf 1 _ 6 Qzahl d9 — 1
/ F(akopf)r(azahl) ( )
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5.6 Konjugierte Verteilung

Eine konjugierte Verteilung liegt vor, wenn die Verteilungs-Art (in unserem Fall die Beta-
Verteilung) erhalten bleibt, auch wenn Wissen (hier in der Form des Datensatzes D) hinzukommd.

Unter der Annahme einer konjugierten Verteilung kénnen wir auch den linken Teil der Gleichung (6) direkt
berechnen:

p(6|D) = Beta(6|akol’f + kOpf, Qzahl + Zahl)
I'(a+ N) - B
= §kops Thopf—1(1 _ gyazani+zahli—1 10
L(akops + kopf)T (zant + zahl) ( ) (10)
wobei N der Umfang des Datensatzes D ist

Niopr bzw. N.qp  die Anzahl der Fille darstellt, in
denen X = Kopf bzw. X = Zahl
in D beobachtet wurde.

Aquivalent zu Gleichung (8) lift sich auch in Gleichung (10) eine Normierungskonstante identifizieren:

I'(a+ N)
T (agops + kopf)T(azans + zahl)

= CBeta(akopf + kopf,azan + Zahl) (11)

5.7 Bestimmung der marginalen Likelihood

Tragen wir die Teile der Gleichung (6) zusammen, die wir bestimmen kénnen:
p(f):  Gleichung (8) p(D|6):  Gleichung (7) p(8]D):  Gleichung (10)

Durch Einsetzen in Gleichung (6) und Umformen nach der marginalen Likelihood p(D) erhalten wir:

p(0)p(D|)
D) = =222
p(D) (61D)
[(a Qkopf— — Q)@zani— 0 _ p\za
p(D) = m gorers =1 (1-6) 1 gkorf (1 — g)=ahl
I'(a+N Okop opf—  A\asam+zahl—
F(Oékapf+k01()f)r(czzahz+zahl) o s ¥kopf -1 (1 6) +zahl=1
p(D) = I(a) (akops + kopf) T(czant + zahl)
F(akopf) F(azahl) T(a + N)
['(a) T(akops + kopf) T(azam + zahl
p(D) = (@) (Qkopys pf) T(azan ) (12)
P(a+N) F(akops) T(@zant)
p(D) = CBeta(Qkops : ¥zant)

cBeta(akopf + kOpf, Qzahl + Zahl)

5.8 Schitzung der Parameter

Es ging uns bislang darum einen Weg der Parameterschitzung zu finden. Dazu benétigten wir zunéchst die
Verteilungsfunktion des (bislang einzigen) Paramters 6 bei gegebenen Daten p(6|D). Unter der Annahme einer
konjugierten Verteilung und der Annahme, einer Beta-Verteilung des Parameters konnten wir p(6|D) unter
Einbeziehung auch des Vorwissens direkt berechen (Gleichung (10)). Wir haben damit die Grundlagen fiir
die Schitzung der Parameter zusammengetragen. Zur eigentlichen Schitzung kommen wir nun. Nach wie
vor gehen wir von einer einzigen binomialverteilten Variable X aus. Jedoch wird sich zeigen, dafl sich die
Parameterschitzung leicht auf die weiteren verkomplizierenden Annahmen iibertragen 1it, so dafl wir die
Frage mit diesem Kapitel abschlieen kénnen.
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5.8.1 Vergleich des Bayes’schen und des Klassischen Ansatzes

Die Ansitze bei der Parameterschétzung in der klassischen und der Bayes’schen Statistik unterscheiden sich
grundlegend - sind praktisch gegenteilig in ihren Grundideen.

In der klassischen Statistik wird der Parameter als gegeben festgehalten und (formal) alle Datensiitze
betrachtet, die durch sampling?! aus diesem Parameter entstanden sein konnten; obgleich eigentlich der “rich-
tige”, noch unbekannte Parameter zu den beobachteten und damit gegebenen Daten gesucht ist. Ein hiufig
verwendeter Schitzer ist der Maximum-Likelihood-Schitzer, der p(D|f) maximiert.

Dagegen werden in der Bayes’schen Statistik die Daten als gegeben hingenommen und die Wahrscheinlich-
keitsverteilung des unbekannten Parameters betrachtet (p(6|D)).

Uber die Vor- und Nachteile der beiden Ansitze herrscht Uneinigkeit. Der Bayes’sche Ansatz hat zumindest
den Vorteil intuitiver zu sein. Wir werden uns daher weiter an die Bayes’sche Statistik halten.

5.8.2 Allgemeine Form der Bayes’schen Parameterschéitzung

Der nun zu schitzende Parameter 6 dient uns dazu die Wahrscheinlichkeit mit der das Ereignis X1 = Kopf
eintritt abzuschétzen, nachdem wir iiber Vorwissen und neues Wissen in Form der Daten D verfiigen. Allgemein
gilt fiir beliebige Verteilungen:

p(Xns1 = Kopf|D) / p(Xn+1 = Kopf|0)p(#] D)do

_ /Gp(H\D)dG (13)
= Eyup)(0)
wobei Xy die Ausprigung von X im néchsten noch nicht
beobachteten Fall darstellt, nachdem uns mit D
N Fille bekannt sind

Epp)(#) den Erwartungswert von ¢ unter Beriicksichti-
gung der Verteilung p(6|D) wiedergibt

5.8.3 Schéitzung unter der Annahme einer Beta-Verteilung

Da fiir die Beta-Verteilung gilt:

/GBeta(H\akopf,amhl)dﬁ = Qhonf (14)
a

erhalten wir fiir die Gleichung (13) und damit als Schitzer des Parameters:

akopf + kOpf -0

P(Xn+1 opf|D) ot N (15)
Oder wenn wir ohne Daten beginnen und unser Wissen schrittweise durch Beobachtungen erweitern:
Qo Qo +1
(X1 = Kopf) = =25 p(Xy = Kopf|X) = Kopf) = =4 — (16)

5.8.4 Erkenntnisse
Was daran gezeigt werden soll ist folgendes:

o Erstens enspricht das so gewonnene Verfahren zur Parameterbestimmung wohl der intuitiven Erwar-
tung. Der Parameter wird “einfach” durch das Verhéltnis der Beobachtungen mit X = Kopf zum
Gesamtbeobachtungsumfang gewonnen.

e Zweitens erkennt man, dafl auf die eigenliche Parameterschétzung der Beobachtungsumfang keinen Ein-
flufl hat. Da ein Parameter ein einzelner Wert, der eine Wahrscheinlichkeit wiedergibt ist, sind weitere
Informationen, wie eben zB. iiber die Sicherheit mit der dieser Parameter gegeben ist auch nicht dar-
stellbar. Wir werden nun daher fiir die Bestimmung der Netzstruktur zu Beriicksichtigen haben, daf} die
Beobachtungsumfiinge (Daten und Vorwissen) nicht unter den Tisch fallen.

kiinstliche Erzeugung von Daten, wie sie beobachtet werden kénnten, unter der Annahme, dafl die Parameter die
wahre Wahrscheinlichkeitsverteilung wiederspiegeln
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e Zuletzt sei noch angemerkt, daf fiir die Verteilung des Parameters - die Beta-Verteilung - von Bedeutung
ist, dafl wir die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines zukiinftigen Ereignisses aus dem bis dahin
zur Verfiigung stehenden Wissen (Vorwissen und Daten) bestimmen. Die minimale Grundlage auf die
sich eine Schiitzung griinden kann sind aber bisher zwei Beobachtungen (je eine fir a = Kopf und
a = Zahl). Daher die “—1” die in der Beta-Verteilung mehrfach auftaucht:

Beta(Blkopy 0zam) = trars, St 00 1= 0) e !

wobei fiir natiirliche Zahlen n gilt: T'(n) = (n—1)!

5.8.5 Parameterschitzung in Bayes’schen Netzen (volle Modellannahme)

Vorrausschauend in Bezug auf die Schétzung der bedingten Wahrscheinlichkeitstafeln zu den Knoten eines
Bayes’schen Netzes konnen wir hier bereits festhalten, dal sich an der einfachen Form der Schétzung von
Parametern durch die Erweiterung auf den multinomialen, multivariaten Fall nichts grundsétzlich dndern
wird; einzig die benotigten Objekte (Tafeln) und damit die Berechnungen werden komplexer. Die Schitzung
der bedingten Wahrscheinlichkeitstafeln und damit der Parameter erfolgt im wesentlichen in vier Schritten:

1. Ableitung der Kontingenztafeln zu jedem Knoten und seinen Eltern aus den Daten D.

2. Ableitung der Tafeln, die das Vorwissen wiedergeben, dquivalent zu der Form in der die Kontingenztafeln
das Wissen aus den Daten darstellen, aus den benutzergegebenen bedingten Wahrscheinlichkeitstafeln
und einem UserSampleSize-Wert (auf diesen Punkt wird im weiteren noch eingegangen, da diese Ta-
feln auch zur Netzstrukturbestimmung erstellt werden miissen, was aber nicht ganz trivial ist (siehe
Abschnitt 6.8)).

3. Addition der Kontingenz- und Vorwissentafel, die jeweils zu einem Knoten gehéren.
4. Normierung dieser Gesamt- (Vorwissen- und Daten-) tafeln zu bedingten Wahrscheinlichkeitstafeln.

Da die Parameterschitzung nicht eigentliches Thema dieser Arbeit ist, sei das Thema hiermit beendet. Das
dargestellte Verfahren entspricht weitgehend dem in [Heckerman (March 1995)] beschriebenen.

6 Netzstrukturbewertung

Wir verlassen nun die Parameterschiatzung und werden uns dem Ziel der Bestimmung einer guten Netzstruk-
tur, gegeben Daten und Vorwissen schrittweise ndhern. Um Netzstrukturen vergleichen zu kénnen brauchen
wir eine Bewertungsformel. Zur Herleitung einer solchen Formel miissen wir unsere bislang méglichst einfach
gehaltenen Annahmen verkomplizieren. Dazu wird eine Erweiterung der Beta-Verteilung auf den multinimia-
len Fall bendtigt. Diese ist durch die Dirichlet-Verteilung gegeben, die dann noch auf den multivariaten Fall
angepaflit werden muf}, um ein Bayes’sches Netz nach unseren Vorgaben beschreiben zu kénnen. Aus dieser
Parameter-Verteilung soll dann eine Netzbewertungsformel abgeleitet werden, bei der die Schitzung der Pa-
rameter ausgeklammert werden soll. Fiir die Verwendung dieser Formel wird Vorwissen in einer bestimmten
Form benétigt. Um die Herleitung dieses Vorwissens aus der normalen Form eines Bayes’schen Netzes, wie es
von einem Experten vorgegeben werden kann, soll es im letzten Schritt gehen.

6.1 Die Dirichlet-Verteilung (multinomiale Variablen)

Bislang sind wir von einer einzigen binomial verteilten Zufallsvariable X ausgegangen. Nun kann X aber
auch multinomial sein, d.h. mehr als zwei Ausprigungen haben, womit nun statt der Beta- die Dirichlet-
Verteilung angenommen werden kann:

p() = Dir(flay, ..., o) = _ ) II e (17)
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Dabei sind r die Anzahl der moglichen (mit positiver

Wabhrscheinlichkeit auftretenden) Aus-
pragungen von X

6  ein Satz von Parametern (statt dem bisher
einzigen Parameter 6)

0, der Parameter, der die Wahrscheinlichkeit
der k-ten Ausprigung wiedergibt, wobei
wir wie bereits erlautert mit r — 1
Parametern auskommen - der Einfachheit

halber soll mit 6, aber die mit 1 — 37— 6,
gegebene Wahrscheinlichkeit bezeichnet
werden

ar  gegeben durch:
Q= Pvorwissen(X = k)UserSampleSize
dhnlich der Beta-Verteilung gilt damit:
UserSampleSize=a =3 ;_, ay
und ay >0

6.2 Die Normierungskonstante der Dirichlet-Verteilung

Auch in der Dirichlet-Verteilung finden wir wieder, dhnlich wie in der Beta-Verteilung, eine Normierungskon-

stante:

ﬁ = cpir(Q1, .oy Q) (18)

Es gilt:

[l = ot
o1 k CDir(ala---aaT)

6.3 Der Multivariate Fall (volle Modellannahme)

Weiterhin enthilt ein Bayes’sches Netz i.d.R. natiirlich mehr als eine Variable. Daher gehen wir nun von einem
Satz von (multinomialen) Zufallsvariablen X aus.

Im Folgenden sei X ein Satz von (multinomialen) Zufallsvariablen
X; die i-te der n Variablen
Xk die k-te von r; Auspriigungen der i-ten Variable
Sh eine Netzstruktur in der Form eines DAG’s iiber die X;
Pa; der (u.U. leere) Satz von Elternvariablen v. X;
Pd  die j-te von ¢; moglichen Konfigurationen der

13
Elternausprigungen

In diesem Fall sind fiir jeden Knoten bei gegebener Elternzustandskonfiguration die Dirichlet-Verteilungen der
Parameter, die die geschétzten bedingten Wahrscheinlichkeiten jedes Knotenzustands bei gegebener Eltern-
konfiguration wiedergeben, bestimmt durch:

) INGTY i1
p(655|Pai, S") = Dir(6i|aiji, ..., dijr,) = =——— | [ 6557 (19)
.l| | v yr Hz:l F(aijk) kl;[l Jk
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Dabei ist 7, die Anzahl der méglichen (mit positiver Wahrscheinlichkeit

auftretenden) Ausprigungen von X;

s der Satz von Parametern zum Knoten X, bei gegebener
Elternkonfiguration Pa; = j

0ijr  der Parameter, der dieWahrscheinlichkeit der k-ten
Ausprigung von X; bei gegebener j-ten Elternzustands-
konfiguration wiedergibt;
wiederum sei 6;;,, =1 — 2;11 Bijk

aijr~ Das Vorwissen {iber das Eintreten des k-ten Zustands bei
gegebener j-ten Elternkonfiguration in der Form von
Quantitéiten vergleichbar zu Beobachtungsanzahlen in einem
Datensatz; Dieses Vorwissen wird bestimmt durch:
ik = pVomuissen(X = k: Pa; = .7|Sh) ’ UserSampleSize

Qi die marginale Tafel gegeben durch: a;; = Zk Qijk

Unter der Annahme einer konjugierten Verteilung erhalten wir bei Einbeziehung eines Datensatzes D:

. ['(ai; + Nij) T et Nige—1
p(6s|Pai, S") = Dir(6i|aiji, .., dijr) = =+ 1 1 g kT (20)
i J J Hk:l [(asjr + Nijr) kl;[l ijk
Hierbei ist Nijr,  die aus dem Datensatz erhaltenen

Anzahl von Beobachtungen
in denen X; = k und Pa; = j

Nij die marginale Tafel ), Njjx
jedes N; kann als eine von der Netzstruktur
S" abhingige Kontingenztafel zum
Knoten X; gesehen werden
entsprechend ist  «; die Vorwissen-Kontingenztafel zu X;

Die Normierungskonstanten fiir die Félle vor bzw. nach Erhalt der Daten D lauten:

_ D) baw. (aij + Nij)
[Trs: T(eijr) [Tz D(aije + Nijr,)

6.4 Allgemeine Form der Netzbewertung

Uber die bedingten Abhingigkeiten zwischen den Variablen, reprisentiert durch eine Netzstruktur iiber X,
sollen Hypothesen S mit einer Wahrscheinlichkeit belegt werden. Diese Wahrscheinlichkeit soll anhand des
Vorwissens und der Daten D berechnet werden. Gesucht ist also p(S"|D).

Dem Bayes’schen Theorem folgend ergibt sich:

_ p(S"p(D]S")

p(S"|D 22
(s"1p) = B0 (22
es sind p(D) eine Normierungskonstante, die

(vgl. Gleichung (6)) nicht von der Netzstruktur abhéngt

p(Sh) die a-priori-Wahrscheinlichkeit der
Hypothese S” iiber die Netzstruktur

p(D|S")  die Likelihood der Daten gegeben
die Netzstruktur

6.5 Herleitung der Netzbewertungsformel

Die a-priori-Wahrscheinlichkeit der Netzstruktur wird zunéchst keine weitere Rolle spielen - wir werden ganz
im Bayes’schen Sinne unser Unwissen iiber diese Wahrscheinlichkeit modellieren, indem wir alle Hypothesen
vorab (a-priori) als gleichwahrscheinlich annehemen?®?. Somit bleibt p(D|S") allein ausschlaggebend fiir die

22 Auch wenn durch diese, in der Bayes’schen Statistik allgemein iibliche Annahme in Extremfillen Paradoxien erzeugt
werden konnen und dieses Verfahren daher teilweise sehr kritisch gesehen wird.
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Bewertung einer Netzhypothese S”. Man beachte die Ahnlichkeit zur Likelihood - es handelt sich um eine Art
Likelihood der Daten gegeben die Netzstruktur. Sie kann berechnet werden durch:

/p(D,6|Sh)d6

/ p(D|6, S")p(6|S")d6 (23)

p(D|S")

Das wire, um nocheinmal auf unser einfachstes Beispiel einer binomial verteilten Variable X zuriickzukommen
(in dem es auch nur eine mogliche Netzhypothese S" gibt):

p(D\Sh) — /gkOpf(l — g)zahlaakopf—l(l _ e)azahl_cheta(akopf, Qaant)d6
p(D‘Sh) = CBeta(akopfa azahl) /6k0p'f+ak°pf71(]. — G)ZahH»az“hl*ldﬂ
D|Sh) = CBeta(Vkopy s Xzant)
(DI5°) CBeta(Qrops + kODf, Qzan + zahl)
p(D\Sh) _ F(Oé) F(Oékopf + kopf)F(azahl + Zahl) (24)
F(akopf)r(azahl) F(Oz + N)

Dieses Ergebnis entspricht der marginalen Likelihood aus Gleichung (12), da bei nur einer moglichen Netz-
struktur S” gilt: p(D|S") = p(D).

Durch die Erweiterung auf eine multinomiale Variable und die Verwendung der Normierungskonstanten der
Dirichlet-Verteilung cp;,, anstatt der cpes-Konstanten erhalten wir:

wobei N die Anzahl der Beobachtungen
im Datensatz D ist, mit X = k

6.6 Bewertung der Netzstruktur

Die Gleichung (25) mufl nun im letzten Schritt noch auf den multivariten, multinomialen Fall - also die
Grundvoraussetzung eines Bayes’schen Netzes, wie wir es annehmen - erweitert werden. Damit ergibt sich nun
eine Bewertungsformel fiir Netzstrukturen, wie sie zuerst in [Cooper & Herskovits (1992)] beschrieben wurde:

n ['(aij) D(eiji + Nijr)
D‘S H H Oé” + NZ] H F(Oéijk) (26)

Es sind die N;j; die Anzahlen der Beobachtungen in D in denen
X;=kund Pa; = j
Nij die Werte der marginalen Tafeln Zk Nij
ajjr ~ das Vorwissen {iber die Héufigkeit des
Auftretens von X; = k u. Pa; = j,
Qij die Werte der marginalen Tafeln )", ajx

6.7 Bewertung von Abhingigkeiten

Die Annahme der Abhiingigkeit zweier Werte ist ein symmetrisches Konzept. Gibt die Information, daf} schlech-
tes Wetter herrscht, Information dariiber her welcher Prozentteil der Menschen einen Schirm mit sich fiihrt,
so gibt auch die Information iiber den Anteil der Schirmtréiger Aufschlufl iiber das momentane Wetter. Daher
sollte auch die Bewertung von Abhéngigkeiten identisch sein fiir die Fille:

Wetter — Schirmmitnahme und  Schirmmitnahme — Wetter.
In der nun eingefithrten Bewertungsformel (Gleichung (26)) ist die gleiche Bewertung der beiden Fille gewiihr-
leistet.
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Bsp.: Nehmen wir an, zwei Merkmale A und B sind laut Vorwissen unabhéngig. Das Vorwissen iiber die
Verteilungen von A und B sei gegeben durch:
UserSampleSize = 128

PVorw(A, B) Q=B je{ar,as}.k = Qi=B,je{by,bo}.k
A pVomu(B) A
a; as > a1 a2 >
b1 0.125 0.375 0.5 b1 16 48 64
B - 128 = B
b 0.125 0.375 0.5 by 16 48 64
o) S | 025 0.75 S 32 96

Desweiteren sei ein Datensatz gegeben, der das Vorwissen zu 100% bestitigt und im Beobachtungsumfang der
UserSampleSize entspricht, so daf gilt: N;jx = «j. Damit erhalten wir fiir p(D|S") (nach Ersetzen von
['(z) durch (z — 1)1):
127! 127! 127! 63! 31!- 95! 63! 31!- 95!
<63! 63! 255! > ' (15!-47! 1270 15!-470 127 )
127! 63! 191! 31! 31!- 31! 95! 95! - 95!
<31! -95! 255! ) ' (15! 150 631 471-471 191! )
127! 63!- 191! 127! 127! 127!
(31!-95! 255! ) ' <63!-63! 255! )

Das Netz, dafl die Unabhéngigkeit wiedergibt erhélt tatséchlich die hochste Bewertung, die beiden anderen
Netze aber unterscheiden sich in ihren Bewertungen nicht. Auch wenn jeweils 16 gleiche Beobachtungen (Vor-

~ 57-100" S"=B- A

~ 57-1007" Sh"=4A-B

~ 81-100"" Ssh=4 B

wissen und Daten) zu einer zusammengefait werden (af;; = ayjr/16; N := Niji/16) dndert sich nichts
Grundsitzliches:

p(D|S") &~ 0.0000228 Sh=B— A

p(D|S") &~ 0.0000228 Sh=A4-B

p(D|S") ~ 0.0000286 S"=4 B

Entsprechendes gilt auch fiir andere mit einem Faktor aus den a-Tafeln erhaltbaren Kontingenztafeln.
Anders verhilt es sich, wenn der Datensatz je 16 Beobachtungen fiir jede der Ausprigungskombinationen
A =ay,B=0b; und A = ay, B =b; und je 48 Beobachtungen fiir A = a;, B = by und A = ay, B = by enthilt,
was ebenfalls auf die Unabhéngigkeit von A und B hindeuten wiirde.

Dann ergibt die Berechnung von p(D|S"):

127! 95!- 159! 631 31!-631 63  63!-95!
(63!-63! 255! ) ' <15!-47! 95! 15!-470 159! >

127! 95!- 159! 311 311-631 95  63!-95!
(31! -95! 255! ) ' <15! 150 95! 471470 159! >
( 127! 95!-159!> ( 127! 95!-159!>

~ 26-1007 S"=B-> A

~ 26-100" S"=A-> B

~ 10-T78 h _
63!-631 255! 311-95! 255! ~ 22010 Si=4 B
Nun werden die Netze A — B bzw. B — A gegeniiber der Unabhéngigkeitsannahme bevorzugt. Der Datensatz
bestétigt hier nicht mehr das Vorwissen, obwohl sowohl Vorwissen als auch Daten einzeln auf Unabhéngigkeit
hindeuten. Trotzdem ist dieses Ergebnis nicht iiberraschend, da eine gemeinsame Tafel a;;;, 4 N;;x durchaus eine
Abhingigkeit erkennen l#ft. Unterschiedliche (Un-)Abhéngigkeitsannahmen fithren also u.U. zur Annahme
einer Abh#ngigkeit. Bei konkreten Berechnungen kénnen allerdings Rundungsfehler zu leicht unterschiedlichen
Ergebnissen, bei eigentlich dquivalenten Netzen fiihren, da einzelnen Werte differieren bzw. in unterschiedlichen
Reihenfolgen auftreten.

Wir haben nun gesehen, wie unterschiedliche Unabhéngigkeitsannahmen zusammengenommen auf eine Ab-
hingigkeit schliefen lassen. Auch das Gegenteil kann eintreten, d.h. unterschiedliche Abhéingigkeitsannahmen
kénnen sich gegenseitig eliminieren, wie natiirlich auch verstirken (bestéiitigen). Um diesen Zusammenhang zu
illustrieren bewerten wir zwei Netze durch f;(z,y) = p(D|A — B) und fo(z,y) = p(D|A  B) entsprechend
den abgebildeten Tafeln.

Es ist zu erkennen, wie die im Vorwissen enthaltene Abhéngigkeit durch 2 = 2.5 und y = 0.5 aufgehoben wird,
so daf das kantenlose Netz favorisiert wird, wihrend mit x = 0.5 und y = 2.5 die Abhéngigkeit bestétigt wird
und so das zugehorige Netz (A — B) bevorzugt wird.
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Abbildung 9: Plot von Netzbewertungen mit gnuplot
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6.8 Riicksicht auf die Parameterschéitzung
Und Vermeidung von overfitting

Wie an Gleichung (26) zu erkennen ist miissen wir, zur Bestimmung einer Netzstruktur unter Verwendung
dieser Gleichung, die Parameter 8 selbst nicht bestimmen. Es ist jedoch wichtig festzuhalten, dafl die bislang
als Normierungskonstanten bezeichneten Teile der Dirichlet-Verteilung, aus denen Gleichung (26) zusammen-
gesetzt ist zwar die Parameter 6 nicht enthalten jedoch von deren Struktur, gegeben durch die Netzstruktur
Sh und damit auch nicht zuletzt von deren Anzahl abhiingen (je mehr Parameter zu schitzen sind desto
kleiner werden die Beobachtungsanzahlen sowohl im imagindren Datensatz Dy ,ryissen als auch im wirkli-
chen Datensatz D, auf die sich die Schiitzung griindet). Im Gegensatz zur Parameterschiitzung geht hier also
tatséchlich in starkem Mafle der Beobachtungsumfang in die Berechnung ein. Es wird damit gew#hrleistet,
daf jeder Parameter, der nach der Bestimmung der Netzstruktur zu bestimmen wére, auch durch einen ausrei-
chenden Beobachtungsumfang fundiert werden kann. Dieser Umstand ist besonders im Sinne der Vermeidung
von Ouer fitting - also der Uberschitzung des zugrundeliegenden Wissens - hervorzuheben.

Abhéngigkeiten sind letzten Endes Ungleichgewichte der a;j, und der Nyji gegeniiber den Werten, die Unab-

héngigkeit bedeuten wiirden: O;J bzw. - . In dem Mafle, wie einzelne a;j; und N;j; unter diesem Richtwert
liegen, tiberschreiten ihn die restlichen Werte. Da aber F( ) mit steigendem z immer schneller wéchst, wird
der Wert von # fiir eine gegebene Elternzustandskonfiguration j je stérker die Abhéngigkeit von X;

und seinen Elternknoten Pa; ist immer kleiner werden. Noch stirker aber wird der Wert, von W
i3+ Nij

dank der durch den Datensatz vergroflerten einzelnen Parameter der I'-Funktion wachsen, sofern sich die
Ungleichgewichte der a;;; und N;j, gegenseitig noch verstérken und nicht etwa aufheben.

D.he: [(aije + Nigi) = 8] > (@i — S2) + (Nije — 52)| Vi k

Damit wird der Gesamtwert umso grofer je stirker die Abhéngigkeit von X; und seinen Elternknoten Pa; ist.
Halten wir dagegen Vorwissen («) und Datensatz (N) und damit die Grundlage zur Bestimmung der Abhiingig-
keiten als gegeben fest, so wachsen mit der Vergroflerung von Pa;, also der Hinzunahme weiterer Elternknoten
zum Knoten X; die Anzahl der a;j; und der N;j jeweils um den Faktor r. (Anzahl der Ausprégungen von X.)
fiir einen weiteren Elternknoten X.. Damit schrumpfen zwangsldufig die einzelnen Werte der a;jr und Njjp,
da die Gesamtsumme jeweils gleich bleibt (Z  Qijk = UserSampleSize, Z  Nijr = Beobachtungsumfang
von D). Damit kann aber u.U. trotz aus den Daten (scheinbar) ableitbarer Abhanglgkelt von X; zum neuen
Elternknoten die Bewertung fiir das Netz ohne die entsprechende Kante hoher liegen als fiir das Netz mit
dieser zusétzlichen Kante. Das ist eben dann der Fall, wenn die einzelnen Werte und damit auch die einzelnen
Ungleichgewichte zu gering werden, als daf sie durch das Wachstum gegeniiber der Unabhéngikeitsannahme
die Verkleinerung der Einzelwerte (durch die Vergréfierung der Tafeln) ausgleichen kénnten. Umfangreiche
Berechnungen zu diesem Sachverhalt werden noch in Abschnitt 8.2 und Kapitel 10, insbesondere im Abschnitt
10.4 durchgefiihrt.

6.9 Gewinnung der a- (Vorwissen-) Tafeln

Von besonderem Interesse ist wie die a;;,-(Vorwissen)-Tafeln zu erhalten sind. Wihrend die N j;,-(Kontingenz)-
Tafeln “einfach”??® mittels Durchzéihlen der Beobachtungen, die zu jeder N;jx-Zelle gehoren, erhalten werden,
miissen das Vorwissen bzw. die Hyperparameter der Dirichlet-Verteilung aus den bedingten Wahrscheinlich-
keiten die z.B. von einem Experten korrespondierend zu einer ebenfalls von ihm vorgegebenen Netzstruktur
formuliert worden sind und dem bereits eingefiihrten UserSampleSize-Wert gewonnen werden.

Es sei mit  pyory  allgemein das Vorwissen iiber Wahrscheinlich-
keitsverteilungen bezeichnet

Sind zu einer Netzstruktur S* die gemeinsamen Wahrscheinlichkeitstafeln fiir jeden Knoten und seine Eltern
aufgestellt, die das Vorwissen iiber die Verteilung wiederspiegeln und gibt man dazu einen UserSampleSize-
Wert vor, der einen Gewichtungsparameter dieses Vorwissen darstellt, so lielen sich die aj;p (fiir die initiale
Netzstruktur S") mithilfe der Technik der equivalent sample size ([Heckerman (March 1995)], sieche auch Ab-
schnitt 5.4) noch einfach berechnen durch:

a;jr = UserSampleSize - pyorw(Xi = k, Pa; = j\Sh) (27)

Das Vorwissen, dafl durch ein bestehendes Netz gegeben ist, liegt jedoch i.d.R. in bedingten Wahrschein-
lichkeitstafeln der Form pvom(XﬂPaf, S") vor, wobei wir zuniichst davon ausgehen, dafl die zu testenden

Zwenn auch bei groBen Datensitzen rechenintensiv
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Netzhypothese S” die bereits bestehende Netzstruktur ist, zu der die bedingten Wahrscheinlichkeitstafeln auf-
gestellt wurden. Aus den bedingten Wahrscheinlichkeitstafeln der einzelnen Knoten gegeben ihre Eltern liefle
sich eine vollstindige Wahrscheinlichkeitstafel aller Knoten gewinnen indem alle bedingten Wahrscheinlich-
keitstafeln miteinander multipliziert wiirden:

pVorw(X‘Sh) = HpVorw(Xi|Pai;Sh) (28)

Die Tafel pyorw (X|S") kann damit, obwohl i.d.R. ungleich gréfier als alle bedingten Wahrschein-
lichkeitstafeln zusammen, natirlich nur (exakt) soviel Information diber (Un-) Abhdngigkeiten
enthalten wie durch S" und die bedingten Tafeln py or(X;|Paj, S*) gegeben war.

Damit sind die gesuchten gemeinsamen Wahrscheinlichkeitstafeln py oy, (X;, Pa;|S”) zu berechnen durch:

pVorw(Xia Pai‘sh) = Z pVomu(X‘Sh) (29)
X\ {X57Pai}

also jede vollstindige Wahrscheinlichkeitstafel marginalisiert iiber alle Merkmale aufler dem jeweiligen Knoten
X, selbst und dessen Eltern Pa;.

Dieser Ansatz ist obwohl in der Theorie einfach im allgemeinen unberechenbar aufwendig, da p(X|S") mit
einigen Knoten schnell sehr gro wird. Wir wollen diesen Weg aber als Referenz fiir unseren weiteren Uberle-
gungen im Hinterkopf behalten.

Die korrekten gemeinsamen Wahrscheinlichkeitstafeln fiir eine Knotemnege, wie hier fiir einen Knoten und
seine Eltern kann wie in Kapitel 3 beschrieben iiber den Junction-Tree-Algorithmus berechnet werden (fiir
Knoten + Elternknoten gab es jeweils mindestens eine Home-Clique, es konnen aber auch die Tafeln zu anderen
Knotenmengen aus dem Junction-Tree abgeleitet werden).

Jedoch ist auch dieses Verfahren relativ aufwendig, wenn sich die Netzstruktur stéindig dndert und deshalb
jedesmal ein neuer Junction-Tree aufgestellt werden miisste.

Um weniger aufwendig die gemeinsamen Wahrscheinlichkeitstafeln fiir jeden Knoten und seine Eltern zu er-
halten vernachléssigen wir Abhéngigkeiten, wie sie durch Zyklen entstehen. Nachtrigliche Versuche mit {iber
Junction-Trees gewonnene “perfekte” Tafeln haben gezeigt, daf} sich praktisch keine Unterschiede ergaben und
dieser Ansatz daher gerechtfertigt ist.

Fiir diesen Ansatz werden die gemeinsamen Wahrscheinlichkeitstafeln der Eltern und deren Eltern benétigt.
Das Problem wird also auf die Elterntafeln verlagert, es ergibt sich eine rekursive Berechnungsstruktur.

An dem Punkt, an dem die Tafel zu einem beliebigen Knoten X; berechnet wird ergibt sich jedoch eine
entscheidende Vereinfachung:

a, Pay,|Sh
pVorw(Xi‘Pai,Sh) H Z pVorw(p p‘ )

pVorw(XiaPai|Sh) h
pacPa; \x\( X1 pay 2opa P(P3 PapalS")

) . qh PVorw(pa, Papa| Sh)
pVorw(Xz‘PanS ) H Z p(Papa\Sh)
pa€Pa; \ X\{X;,Pa;}

= pVorw(Xi‘Pai;Sh) H (p(pa‘PapanPaiaSh)) (30)

pacPa;

Pag, sind die Elternknoten eines Elternknotens pa von X; aus Pa;
( Upaepa, = Menge der GroBeltern von X; )
Pap, NPa; sind nur die Knoten aus Pap,, die auch in Pa; sind

Die Vereinfachung - im Sinne einer effizienten Berechnung durch Kleinhaltung der Tafeln - liegt in der Vorab-
Marginalisierung der Elterntafeln iiber Nicht-Elternmerkmale. Nur Elternmerkmale sind in der Tafel zu X;
dargestellt. Damit kann aber tiber sonstige Merkmale, die nur in den Elterntafeln auftreten, vorab marginali-
siert werden.

Es gilt fiir zwei mehrdimensionale Tafeln P und @) allgemein:

Q> P = > (PQ (31)

v
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Q

P ql q2 q3
pll pl2 pl3 ql pll q2 pl2 q3 pl3
v p21 p22 p23 ql p21 q2 p22 q3 p23 PQ
p31 p32 p33 ql p31 q2 p32 q3 p33
Zv|p11+p21+p31 p12+p22+p32 | p13+p23+p33 || ql (pll+p214p31) | q2 (p12+p22+p32) | g3 (p13+p23+p33) |
Y PQ=QY P
\' \'

Abbildung 10: Darstellung zu Gleichung (31)

Damit ist die Reihenfolge der Marginalisierung in einem solchen Fall irrelevant.

| wenn 7% =1 d.h. Dimension v ist nicht in @ reprisentiert |

Wie an Gleichung (30) zu erkennen ist erstellen wir fiir die Berechnung jedes Knotens X; ein Bayes’sches
Teil-Netz bestehend aus dem Sub-Graphen zu X; und den Elternknoten Pa; sowie den zugehorigen beding-
ten Wahrscheinlichkeitstafeln zu diesem Sub-Graphen. Durch Ausmultiplizieren dieser Tafeln erhilt man die
gesuchte gemeinsame Wahrscheinlichkeitstafel fiir X; und Pa;. Ben6tigt werden aber die gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitstafeln fiir jeden pa € Pa; und dessen Eltern Pag,.

Ein DAG enthiilt jedoch mindestens einen Knoten ohne Eltern (wie auch mind. einen ohne Kin-
der), so dap fiir diese(n) Knoten direkt die gesuchte Wahrscheinlichkeitstafel p(X;, Pa;|S") mit
Pa; = () - also der a-priori- Wahrscheinlichkeit - p(X;|S™) gegeben ist.

Von solchen Knoten ausgehend koénnen zunichst die Tafeln von deren Kindern berechnet werden, danach
die Tafeln der Kindeskinder (“Enkel”) usw., bis alle Knotentafeln ermittelt wurden. Man bedenke in diesem
Zusammenhang auch:

Unverbundene Teil-DAG’s innerhalb eines DAG’s bilden wieder ein DAG - wie jeder Sub-Graph
eines DAG’s wieder ein DAG ist - in diesem Fall aber bei Trennung der Teil-Graphen die be-
dingten Wahrscheinlichkeitstafeln identisch denen des Gesamt-DAG’s sind und somit die Berech-
nungsschritte auf solche Teil-DAG’s getrennt angewendet werden kinnen, ohne Verdinderungen
der bedingten Wahrscheinlichkeitstafeln erkldren zu miissen.

7 Netzstruktursuche

7.1 Schrittweise Verbesserung der Netzstruktur ( “Greedy-Search” )

Nachdem wir in der Lage sind ein vorgegebenes Netz zu bewerten, miissen wir nun ein Verfahren entwickeln
ein solches Netz mit verdnderten Strukturen zu vergleichen, um eine verbesserte Struktur zu finden.
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Abbildung 11: Berechnungsstruktur mit Bsp.-Werten 1) bedingte Wahrscheinlickeiten (Vorwissen) 2)
gemeinsame Wahrscheinlichkeiten f. X; u. Pa;j 3) a;j; (“Vorwissen-Kontingenztafeln”) entsprechend
UserSampleSize = 1000 4) Datensatz D 5) N;;, (Kontingenztafeln) aus D zur Netzstruktur S 6)
Netzstruktur S und Dimensionsaufteilung von A, B und C in den Tafeln
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Abbildung 12: Netzstruktursuche mit Greedy-Search
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Das Verfahren, das wir entwickeln werden besteht nun darin ein gegebenes Netz sukzessive durch Verdnderun-
gen (Hinzufiigen bzw. Loschen) einzelner Kanten zu verbessern, bis (auf diese Weise) keine weitere Verbesse-
rung mehr erreicht werden kann. Ein solches Suchverfahren heifit Greedy-Search [Heckerman (March 1995)].
Eine einzelne Kantenidnderungen hat, wie leicht zu erkennen ist, nur Einfluf} auf die Elternmenge eines ein-
zelnen Knotens X;. Beim Hinzufiigen einer Kante wird die Eltermenge eines Knotens um einen Elterknoten
erweitert, beim Loschen entsprechend vermindert.

7.2 Effiziente Berechnung

Im Sinne einer effizienten Berechnung besonders hervorzuheben ist, da die Berechnungsformel fiir p(D|S™)
(Gleichung (26)) separabel, dh. fiir jeden Knoten X; getrennt berechenbar ist.
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Der Wert fiir einen Knoten bei einer gegeniiber der vorhergehenden Netzstruktur S[’l’kt gednderten
Netzhypothese S'.., mup nur neu berechnet werden, wenn es in der Elternmenge dieses Knotens
Verdinderungen gegeben hat.

Fiir den Fall, daf sich in einer neuen Netzstruktur S , nur Veriinderungen in der Elternmenge Pagy eines

einzelnen Knotens X, ergeben haben, kann die Bewertung fiir S”,, berechnet werden durch:

aJ aJ +]V] )
p(D|Sl) Hj( ot T, o))

H‘ I'(ag;) H Oéd]k+Nd]k)
J \T'(agq;+Na;) k T'(aajr)

(32)

p(D|S",,) ist das Produkt der Bewertungen der einzelnen Knoten X;,

das gegeben ist durch: J]; H ( %C:JN” I, al:]:;:ti\mk))

I1; ( (@) 7 1T ad]’“+NdJ’“)) ist die “alte” Bewertung zum Knoten X, in S%,,

(aaj+Naj) T(aajr)

new

N,
I1; ( () Hk a"“”L d]’“)) ist die gesinderte Bewertung zum Knoten X, in S?

1
ozd]+N adk

Z’Jp Hp 1Y

Denn es gilt allgemein: = Hp 1Yo+ Yy - [1p=g41 Yp, wobei hier y, fiir die Bewertung des Knotens

X, steht und y; fiir die neue von yp abweichende Bewertung des Knotens X, steht (mit p,q € {1,...,n}
und n = Anzahl der Knoten). Da die Gesamtbewertung der alten Netzstruktur mit p(D|S%,) = HZ:I Yps
sowie der alte Einzelwert des Knotens X, mit y, bereits vorliegen, reduziert sich die Bewertung der neuen
Netzstruktur auf die Neubewertung des Knotens X, durch den Wert y; und eine einfache Multiplikation und
Division: p(D|S%,) - Y,/yq- Damit ist diese Berechnung wesentlich effizienter als eine gesamte Neuberechnung
entsprechend Gleichung (26).

7.3 Veridnderte Kontingenz- und Vorwissen-Tafeln

Es soll weiterhin auch zur Bewertung veréinderter Netzstrukturen die Formel aus Gleichung (26) verwendet
werden. Das verlangt aber die Gewinnung verdnderter Kontingenz und «-Tafeln.

Die neuen Kontingenztafeln (N}) sind vom Verfahren her einfach (aber u.U. rechenintensiv) erneut aus den
Daten abzuleiten.

Von grofierer Problematik ist wiederum das Finden der Vorwissen-Tafeln (a-Tafeln). So wie die neuen Kontin-
genztafeln entsprechend Sy, aus dem Datensatz D abgeleitet werden, so miissen die o’-Tafeln nun ihrerseits
das Vorwissen iiber die neue Netzstruktur S,’;eu wiedergeben, obwohl die gegebenen bedingten Wahrschein-
lichkeitstafeln zu einem abweichenden Netz Somg bzw. S”, gehoren. Die a'-Tafeln miissen also entsprechend
angepafit werden. Dabei geht es mehr um eine technische Frage; wie an Gleichung (26) zu erkennen ist, miissen
auch die « (a')-Tafeln in ihrer Gréfie und Dimensionalitéit zu den Kontingenztafeln und beide zur Netzstruktur
passen. Zusétzliche Information - wie das bei den Kontingenztafeln durchaus moglich und gewiinscht ist - darf
dabei in die a'-Tafeln nicht einfliefen, da es nur um eine andere Darstellung des selben Vorwissens geht.
Bezogen auf die gemeinsame Vorwissen-Wahrscheinlichkeitstafel (pvom(X|So”g)) soll nur eine andere margi-
nale Wahrscheinlichkeitstafel fiir den jeweils in seiner Elternmenge verdnderten Knoten erzeugt werden, um

dann durch Multiplikation mit der UserSampleSize die aj-Tafel zu erhalten.

Preu(Xi, Paneu|Sneu) = Z (X‘Somg) (33)
X\ X;,Papeu
o, = UserSampleSize - ppey(X;, Pal®?|Sk ) (34)

| Pae" st die in S!

new Veranderte Elternmenge von X; |

Allerdings muf} auch hier wieder der Aufwand, dafiir tatséchlich die evtl. sehr grofie gemeinsame Wahrschein-
lichkeitstafel aufzustellen, vermieden werden.

Die Angaben porig, Preu, Pakt bezeichnen also immer dasselbe Vorwissen; da wir mit diesen Bezeichnungen
aber insbesondere auch die Form der mehrdimensionalen Tafeln meinen, in denen dieses Wissen représentiert
ist, unterscheiden wir durch die verschiedenen Angaben die Gréfle und Form dieser Tafeln entsprechend den
unterschiedlichen Netzstrukturen.
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1Y)

p(AIS) 4)
p(B,AIS) ;

p(C,AIS) = p(CIA,S) p(AIS) =p(BIA,S) p(AIS)

p(BIA,S)

0,12 ,175
0,18 ,525

marginale Tafel
*§ (=B)

marginale Tafel
%5 (=0)

Abbildung 13: Berechnungsbeispielfiir das Loschen einer Kante B — C

1) Gemeinsame Wahrscheinlichkeitstafeln von X; und Pa; zu S", (Vorwissen)
2) Wsk.-Tafeln iiber nicht Pac marginalisiert.

3) ik (“Vorwissen-Kontingenztafeln”) entspr. UserSampleSize = 1000

4)  Struktur u. Dimensionsaufteilung
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7.3.1 Entfernen einer Kante

Betrachten wir zunichst den Fall, da8 gegeniiber der urspriinglichen Annahme die Knoten Pagl®! aus Pa;
entfernt wurden. Die neue Wahrscheinlichkeitstafel, zur Berechnung von a;j;, erhélt man durch:
Preu(Xi, PP |SH.,) = D pare (X, Paf*t|Sly,) = ) pX|s" (35)

Page! X\{X;,Papreu}

Pa?k® st die Elternmenge von X; in S%,
Pagde!  ist die Menge der aus Pa?k® entfernten

Knoten (Page! = Pagkt\ PaPev)

dh. es wird die urspriingliche Tafel iiber die Merkmale marginalisiert, die nicht linger Elternknoten von X;
sind.

Unter der Annahme, daf8 bereits die alte Wahrscheinlichkeitstafel pqr(X;, Pagkt|S",.) so erzeugt
wurde, daf sie der gesuchten marginalen Tafel von py o, (X|S™) entsprach (1), ist mit dem be-
schriebenen Verfahren in natirlicher Weise gewdhrleistet, dafi auch die neue Tafel der gesuchten
marginalen Tafel von py o (X|S") entspricht.

7.3.2 Hinzufiigen einer Kante
add

Neben dem Entfernen von Elternknoten zu einem Merkmal X; kdnnen auch neue Elternknoten Paf
Pa?kt hinzukommen.

Nachdem wir in Abschnitt 6.8 die gemeinsamen Wahrscheinlichkeitstafeln fiir jeden Knoten mit seinen Eltern
erzeugt haben, benutzen wir hier diese Tafeln und ein ganz dhnliches Verfahren, um die Tafeln an die durch
eingefiigte Kanten verinderte Netzstruktur anzupassen.

Da die Tafeln nun aber alle (hier auch fiir X;) in der Form gemeinsamer Wahrscheinlichkeitstafeln vorliegen,
miissen aus diesen wieder bedingte Wahrscheinlichkeitstafeln erzeugt werden, wobei iiber die Nicht-Eltern von
X; vorher marginalisiert werden kann.

Zu beachten ist dabei daff die Tafel zu X; selbst Merkmale enthalten kann die nicht (mehr) Eltern von X;
sind, weil sie zuvor geldscht wurden (siehe Abschnitt 7.3.1). Dennoch werden immer wieder die Tafeln zu Sgrig
herangezogen, da evtl. auch aus ng»g entfernte Kanten im Laufe der Berechnungen wieder eingefiigt werden
konnen, in diesem Fall aber das urspriinglich vorhandene Vorwissen zu dieser Kante verloren ginge, wenn an
Sh . angepafite (entsprechend marginalisierte) Tafeln verwendet wiirden.

Die Berechnungsformel kénnte im Prinzip genauso fiir die Berechnung der neuen Tafel eines Knotens bei
aus der Elternmenge entfernten Knoten genutzt werden, da dieses Verfahren aber offensichtlich wesentlich
aufwendiger ist als das unter Abschnitt 7.3.1 beschriebene Verfahren bleiben wir beim Entfernen von Kanten
bei der zuerst beschriebenen Methode.

Zusétzlich ist bei dem Hinzufiigen von Kanten in einen DAG zu beachten, daf} die neue Struktur weiterhin der
Definition eines DAG’s geniigt, also insbesondere keine Zyklen enthihlt, die die Mdglichkeit erdffnen wiirden
sich unter Beachtung der Kantenrichtungen im Kreis zu bewegen.
Das Vorwissen zum Knoten X; mit den neuen Elternknoten Pa2dd

i

zu

ist dann gegeben durch:

pneu(Xia Pa?eu|Sh )

neu

= > pneu(Xi, Pald UPaESE, )
X\{X;,Papeu}

= Porig(Xi[Paper nPay™® 8" ) [  porig(palPaie® N Pagt® N Papen, S ) (36)

neu
pacPapet

I

pacPapet

(ZX\{Xi ,Papeu} DPorig (Xl, Pa?l‘ig |Sgeu) )

(ZX\{XZ- ,Papeu} Porig (pa7 Paglz;ig|526u) )
ZX\{Pai“e“} Porig(Xi, Pay ®|Sk.,)

ZX\{Xi ,Papkt} Dorig (pa’ Pagglg‘sgeu)
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1) A p(AIS) B
al a2
03 07 ZA 1,0 y A
p(B,AIS) @
p(C,AIS) = p(CIA,S) p(AlS) =p(BIA,S) p(AIS) C
a-priori al a2 a-priori A 2)
s 035 bl 012 175 25, 295 bl Al
B a 025 p2 / 0,18 ,525 ZA ,705 b2 p(AIS) 0,3 0,7
0,1 bl -
2>, 04 -7 / p(BIA,S)
B 0,3 b2 ol (T 0.6 - 5
( 5 ) ’ add al a2
C - 04 025 pl
3 AlS - B
) A pAIS) c2 (2 ) 04 | 4 06 075 b2
al a2 B p(C|S)
03 07
< add \ al a2 ik (=A) A 4)
4 012 175 bl W
al a2 p(B’Als)/ 0,18 525 b2 5 300 700
cl 018 042 P >
_ -~ del - l
) -7 5
X al a2 Yik@0 7 %jk (=B)
€2 012 028 cl 180 420 " al a2
&~ add 120 175 bl
C ~ o T 180 525 b2
del
03 07
2c c2 120 280 300 700 ZB
P(C.AIS) marginale Tafel

%y (=B)
2 C 300 700 - marginale Tafel
% (=0

Abbildung 14: Rechenbeispiel fiir das Hinzufiigen einer Kante A — C (Die Kante B — C war in

sh . , gegeben wurde aber schon vorher entfernt)

1) Gemeinsame Wahrscheinlichkeitstafeln von X; und Pa; zu S", (Vorwissen)

2) Wsk.-Tafeln iiber nicht Pac marginalisiert und in bed. Wsk.-Tafeln iiberfithrt (p(X;, Pa;|S"))
3) Ausmultilpizieren der bedingten Wsk.-Tafeln zu C und Pac = {4}

4) oy (“Vorwissen-Kontingenztafeln”) entsprechend UserSampleSize = 1000

5) Netzstruktur und Dimensionsaufteilung von A, B und C

Durch Ausmultiplizieren der bedingten Wahrscheinlichkeitstafeln zum Sub-Graphen des
urspriinglich vorgegebenen Netzes S(’jrig mit den Knoten X; und seinen Eltern im
aktuell zu testenden Netz S!,, entsteht - wie beim Gesamt-Netz - die gemeinsame

(Vorwissen-) Wahrscheinlichkeitstafel der enthaltenen Knoten ( ppey(Xi, PaP®®|S, ) ).
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CB\\\/Qv Q\ ¢

~//

\
sh @ T sh
orig / \ ?V/ Q\ /%C\L?/ /Q\ neu
X P add
<

Abbildung 15:

_ DPorig (Xz, Pa?eu N Pa;)rig, Sgeu) H Porig (pa) Paggu n Pa[o)l:g n Pa?eu= Sr’zeu)
Porig(Pal® N Pa"® Sk, ) Porig(Pape™ N Pag,® N PaPe", Sk, )

neu paEPa'i“e“ neu

Z pvorw(X|S") }

X\{X;i Papeu}

|
1

Pal™® st die Menge der urspriinglichen Eltern von X; in Sh i
h

Paf*" ist die Menge der Eltern von X; im zu bewertenden Netz S,

Pa?kt st die Menge der Eltern von X; im vorherigen Netz S%

Pa?dd  ist die Menge der zu Pa?* hinzugekommenen Knoten
add _ neu akt . neu __ akt add
- Pap?? = Pape"\Paj*" ; Pafc" = Pai** U Paj
Paggg sind die Elternknoten eines Elternknotens pa von X; aus Pa;

in Sf”g; Upacpacrie = Menge der Grofieltern von X;
Pa?dd UPa™®  sind die in S}, gegeniiber S hinzugekommenen Kanten

(diese Menge kann nach mehreren Verédnderungsschritten u.U.
orig

gleich Pa"'® sein)

Pafe"n Pa?rig sind nur die gegeniiber S”

orig Dinzugekommenen Kanten
(diese Menge kann u.U. leer sein z.B. wenn Pa?'rig = () oder
wenn alle Eltern von X; in S('}Mg aus S",,, entfernt wurden)
Paps" N Pagie N Paf®  sind die Eltern von pa € Pa; in S}, die auch in S%; schon
Eltern von pa € Pa; waren und gleichzeitig Eltern von X; in
Sh. . sind (auch diese Menge kann leer sein)
del / rev (in Abbildung 15) zuvor geloschte / umgedrehte Kante (siehe auch 7.3.1 / 7.4.1)

7.3.3 Vereinfachtes Hinzufiigen einer Kante

Das zuvor beschriebene Verfahren ist offensichtlich recht aufwendig.

h
orig

keine Verbindung zu anderen

Wenn eine Kante Pag'dd — X, eingefiigt wird, die nicht bereits in S enthalten war, iber

h

orig
aktuellen Elternknoten (Pa?<) hat, also auch kein Vorwissen iber Kanten zu anderen Eltern
gibt, kann die neue Tafel ppey(X;, PaPe®|Sh, ) durch Multiplikation der alten Tafel zu S",, mit

der a-priori- Wahrscheinlichkeitstafel von Pa? gewonnen werden.

i

die also kein Vorwissen vorliegt und wenn diese Kante in S

Damit ist die Berechnung fiir diesen Fall wie folgt mdoglich:

pneU(XiaPa?eu|Sh ) = pneu(XiaPa?ktUpa?dd‘SZeu)

neu

= pakt(XiaPa?kt‘Sz’;kt) 'pVorw(Paadd|Sh) (37)

i

Z pVorw(X‘Sh)

X\{X;Papeu}
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Pagdd st der neue Elternknoten von X; in S?,
pvom(Pafdd\Sh) ist die a-priori-Wahrscheinlichkeitstafel zu Pa“dd
sie kann vorab zu jedem Knoten X; erhalten Werden durch:

pVOT’w(Xi|Sh) ZX\X Porig (X Paong‘sorzg)
Dieser Fall ist z.B. auch auf das in Abbildung 14 dargestellte Beispiel anwendbar.

7.4 Fortfiihrung des Verfahrens iiber mehrere Verinderungsschritte

In der Beschriebenen Art und Weise lassen sich alle Kanteninderungen, die im Loschen bzw. Hinzufiigen
einzelner Kanten mit demselben Zielknoten X; bestehen, einzeln berechnen. Fiir unser angestrebtes Verfahren
wird es sich in einem Berechnungsschritt immer nur um das Léschen bzw. Hinzufiigen einer einzelnen Kante
drehen, so da§ Pa?dd bzw. Pad®! immer nur einen Knoten umfassen.

Ausgehend von der Grundberechnung von p(D|S%,; ) kénnen wir somit schrittweise einzelne Kantenénderung-
en vornehmen, bewerten und das Netz entsprechend der besten gefundenen Kanteninderung verbessern, bis
das Netz durch keine weitere Verdnderung einer einzelnen Kante mehr zu verbessern ist. Dieses Verfahren
birgt noch ein paar Probleme, denen wir teilweise begegnen konnen.

Def.: Haben wir uns entsprechend der Bewertungen aller durch eine Kantendnderung aus Sé‘kt
(im ersten Schritt aus Somg) erzeugbaren Netze fiir ein (das beste) Netz S",., entschieden, so
setzen wir fir die weiteren Iterationsschritte:

h - h
Sakt T Sneu
,_ !
Nijx = N”k
.. =
Qijk T ij

7.4.1 Umdrehen von Kanten
Ein Problem ist die Anderung der Richtung einer Kante. Zwar gilt:

Def.: Die Anderung der Richtung einer Kante ist als zusammengesetzte Operation aus Lischen
der Kante und FEinfiigen in der umgekehrten Richtung erklirbar.

Es ist aber nicht nur mdglich, sondern auch notwendig beide Teil-Operationen gemeinsam, in einem Schritt
vorzunehmen und zu bewerten. Diese Moglichkeit ist insofern von Bedeutung, da Greedy durch seine in Einzel-
schritten erfolgende Verbesserung der Netzstruktur kaum die “Hiirde” nehmen wiirde eine an sich (ungeachtet
der Richtung) verniinftige Kante zu loschen, um sie im darauffolgenden Schritt in der umgekehrten Rich-
tung wieder einzufiigen. Die gleichzeitige Bewertung der beiden Operationen Loschen und Einfiigen, die einem
Umkehren einer Kante gleichkommen, ist aber problemlos zu bewerkstelligen, da sich jede der beiden Teilande-
rungen auf die Elternmenge eines anderen Knotens auswirkt. Beide Operationen werden also, wenn von S,
ausgehend alle moglichen Anderungsschritte bewertet werden, ohnehin schon berechnet und miissen neben der
getrennten Betrachtung nur auch zusammen gesehen werden.

Die Berechnungsvorschrift fiir eine effiziente Berechnung unter Ausnutzung der separablen Bewertungsformel
aus Gleichung (32) muf} in dem Fall, daf die Kante zwischen X4 und X, umgedreht wurde wie folgt erweitert
werden:

p(DISt) - T, (roiiry - T “ed) T (a1 o)
1 (rratear Tl s r) T (et Tl e )
p(D|Sh,)  ist wieder das Produkt der Bewertungen der einzelnen Knoten,
das gegeben ist durch: [, I]; ( a”C:JN” 1, ali”;j;iv”’“))

(38)

(ag5) ad]k+Nd]k . s« » : h
I1; ( a4 Vo) Hk T o) ist die “alte” Bewertung zum Knoten X4 in S,

(ap;j+Npj) T'(apjk)

O‘d] ad]k+Nd]k
I1; ( (al, TN 1, TaT) ist die gesinderte Bewertung zum Knoten X, in St

ist die geéinderte Bewertung zum Knoten X, in S%,,

I1; ( (op;) 7 1Tk a”’“+N”’“ ) ist die “alte” Bewertung zum Knoten X, in S%,

+
I, (et I, ~Sp e
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7.4.2 Lokale Maximierung

Auch wenn - womit wir zum zweiten Problem des Greedy-Search-Algorithmus kommen - bei der Richtungs-
dnderung einzelner Kanten das Problem der lokalen Maximierung bei Greedy noch umgangen werden kann,
so ist es insgesamt fiir die Struktursuche doch eine entscheidende Schwiche. Da némlich jeweils nur lokal
maximiert, also nur einen Schritt weit vorausgeblickt und so mit dem Erreichen lokaler Maxima die Suche
abgebrochen wird, kann das globale Maximum (also das beste Netz) verfehlt werden. Andererseits wiire es aber
unmoglich alle denkbaren Netzstrukturen zu bewerten [Chickering et al. (1995)], so dafl Greedy eine sinnvolle
Heuristik darstellt. Zudem sind wir bisher von Vorwissen ausgegangen, das sofern sinnvoll gew#hlt einen guten
Ausgangspunkt fiir die Suche darstellt, was das Problem des Verfehlens des globalen Maximums reduziert.
In einfacher Weise zu beriicksichtigen ist zu dem exakten Vorwissen iiber Struktur und bedingte Wahrschein-
lichkeiten, solches Vorwissen das in der Form gegeben wird, da§ bestimmte nicht im Vorwissen enthaltene
Kanten nicht oder nur in einer bestimmten Richtung gesetzt werden diirfen, oder bestehende Kanten nicht
geldscht oder geloscht aber nicht umgedreht werden diirfen. Auf diese Weise wird der Suchraum von vornherein
eingeschriankt, was sowohl der Suchgeschwindigkeit als auch dem - auf das globale Maximum abzielenden -
Suchweg zugute kommt. Desweiteren sollte ein gelerntes Netz noch von einem Experten (Supervisor) begut-
achtet werden, um in einem weiteren Suchlauf evtl. weitere Einschrinkungen vorzugeben, um so zu einem
moglichst guten Netz zu gelangen. Ein solches Verfahren heifit Uberwachtes Lernen bzw. Supervised
Learning. Es existieren auch Ansitze fiir Unsupervised Learning; siehe dazu z.B. [Heckerman (March 1995)].
Dabei wird insbesondere versucht durch die automatische Einfiihrung unbeobachteter / unbeobachtbarer Va-
riablen als Eltern von Knoten einer Teilknotenmenge die paarweisen Abhéingigkeiten unter allen Merkmalen
in einer solchen Teilknotenmenge zu erkldren und damit aufzubrechen. Weiterhin sollte dabei groferer Wert
darauf gelegt werden kausale Abhhéngigkeiten zu identifizieren.

8 Umgang mit fehlendem Vorwissen

Wir haben nun ein Verfahren entwickelt, um eine Netzstruktur, zu bewerten und mit schrittweise um eine
Kante verdnderten Netzen zu vergleichen. Wir haben uns dabei neben den Daten auch immer auf Vorwissen
gestiitzt. Das Vorwissen betraf hauptséichlich zwei Ebenen:

Erstens gingen wir von Vorwissen betreffend die Netzstruktur aus. Diese Art des Vorwissens als Ausgangspunkt
fiir den Greedy-Search-Algorithmus soll weiterhin gegeben werden (kénnen) unabhéngig von der Zweiten Vor-
wissenart: den eigentlichen bedingten Wahrscheinlichkeiten zum initialen Netz.

Um die Aquirierung dieses Vorwissens wollen wir jetzt umhinkommen und ausschliefilich von den Daten aus-
gehen.

8.1 Fehlendes Vorwissen iiber die Netzstruktur

Besteht schon weitgehende Unklarheit {iber die Struktur des Netzes kann ein génzlich kantenloses Netz vorgeg-
ben werden. Dieser Ansatz erhoht aber die Gefahr, dafy der Suchalgorithmus bei lokalen Maxima steckenbleibt,
die u.U. relativ “weit” von der bestmoglichen Struktur entfernt sein kénnen.

8.2 Vorwissen durch “Bayes’sches Unwissen” ersetzen

Eine Moglichkeit besteht darin eine Annahme iiber die Struktur vorzugeben und die Wahrscheinlichkeitstafeln
zum Vorwissen mit “Unwissen”, also im Bayes’schen Sinne geméfl der Annahme der Gleichwahrscheinlichkeit
aller Ausprigungen jedes Merkmals und der Annahme der totalen Unabhéngigkeit (sieche Abschnitt 1.5) aller
Merkmale zu fiillen, diesem “Vorwissen” aber nur geringes Gewicht beizumessen, also die UserSampleSize
klein zu wihlen. Dieses Vorgehen ist aber problematisch und wirft einige Fragen auf.

8.2.1 Wahl der UserSampleSize

Wie klein beispielsweise mufy die UserSampleSize gewéhlt werden? Wahlt man im Extremfall einen (zu)
groen Wert, so fithrt dies dazu, dafl ein Netz mit zu vielen Kanten erstellt wird. Ein hoher Wert fiir den
Benutzer-Beobachtungsumfang bedeutet ja nicht, dafi das vorgegebene (kantenlose) Netz bereits mit hoher
Wahrscheinlichkeit wahr ist und sich in Kombination mit den Daten daher wenig verdndern diirfte, sondern es
ergibt sich ein groflerer Gesamtbeobachtungsumfang (Benutzer und Daten), der dazu fiihrt, dafl auch die durch
die gleichverteilte Vorwissen-Vorgabe relativierten Ungleichgewichte im Datensatz wichtig genug genommen
werden, um aus ihnen Abhéingigkeiten, also Kanten im Netz abzuleiten.
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Wird dagegen ein extrem kleiner Wert gewihlt, so zeigt sich, dafl nur relativ wenige Kanten in ein leeres Netz
eingefiigt werden, bzw. insgesamt nur wenige bedingte Abhéngigkeiten als fiir eine gute Struktur hilfreich
angesehen werden.

Beide Sachverhalte sind zwei Seiten einer Medaille, wobei sich letzterer (noch) schwieriger intuitiv erfassen oder
erkliren 1a3t. Wir beleuchten diesen Punkt daher anhand eines einfachen Beispiels und einer mathematischen
Betrachtung des Problems.

8.2.2 Beispielrechnung zur Wahl der UserSampleSize

8.2.3 Mathemathische Erklirung des beobachteten Effekts

Im in Abbildung 16 dargestellten Beispiel ist zu sehen, daf} bei relativ hohen UserSampleSize-Werten das
Netz S? mit der Kante A — B favorisiert wird, wihrend bei kleineren Werten das Netz S! ohne diese Kante
bevorzugt wird, obwohl aus den Daten eindeutig eine bedingte Abhiingigkeit von A und B ableitbar wire.
Wihrend in jedem in Anhang 12.2 aufgefiihrten Bruch gem#fl Gleichung (26) die Differenz zwischen Zdhler und
Nenner bei verédnderten UserSampleSize-Werten gleich bleibt, sinken aber die absoluten Werte von Zahler
und Nenner bei kleiner werdenden UserSampleSize-Werten ab. Es #indert sich zwischen S' und S? jeweils
nur die Bewertung fiir Knoten B, wihrend die Bewertung des Knotens A (immer die ersten drei Briiche) sich
zwischen S! und S? bei gleicher UserSampleSize nicht unterscheidet. Jeder Bruch (Zihler und Nenner) zu
B spaltet sich gegeniiber S* in S? in zwei Briiche (asymmetrisch) auf. In den beiden Beispielnetzen haben die
Berechnungen fiir Knoten B die Struktur:

_ T'(4z) . T(a+ b+ 2x) . T(c+d+ 2x) i g1

file) = <r(a+ b+c+d+4x) T(27) T(22) ) fir 5

B ['(22) . r'(2z) T@+a) T+d) T(+c) T(z+d) i 2

f() = <F(a +c+2z) T(b+d+2x) I'(x) INED! I'(x) [(x) > / S

Dabei war im Beispiel konkret: a = 1,b = 4,¢ = 3,d = 2 und 4z = UserSamlpeSize. Mit z € {1,2,3,4, ...}
und Ersetzung von I'(z) durch (z — 1)! erhalten wir nach Kiirzen:

_(22-Q2x+1)-..-(a+b+2x—-1)-22-2x4+1)-...- (c+d+ 2z —1) . 1
fl(w)_< dg - (dz+1)-...-(a+b+c+d+4z—1) > fir 5

(- (xda-1) - (wH+b-1) - (xFtc—1)x- .. (x+d-1) . 9
fQ(w)‘( 2% 22 +1) - (atct2c—1)-2z-(2241) ... (b+d+2z —1) ) fir 5

Nach Ausmultiplizieren der Polynome erhalten wir:

_ 1 (2z)* b + .. (2z)ctd 4 .. . L

file) = ((4x)a+b+c+d+ . 1 ' 1 fir S

1 1 04+ ... b+ x4+ ... 4. . 9

fa(@) = ((Qa:)a+c ¥ Qo+ 11 1T > firS

Von interesse sind nur die grofiten Summanden. Durch weiteres Ausmultiplizieren und Kiirzen erhalten wir:

2a+b+c+d . wa+b+c+d 4o
filz) = <4a+b+c+d . gatbtetd

1
>—> Satbierd fir  S' und x - o

b c d
LAY AR ARE A . 9
f2(x)_<2a+c.2b+d.za+c,wb+d+___>_>2a+b+c+d fir S*undxz — oo

Beide Bewertungsterme von B in S bzw. S? niihern sich also bei steigendem z (steigender UserSampleSize)
demselben Wert und damit auch einander an. Im konkreten Beispiel liegt der Grenzwert bei 1/210 = 1/1024 ~
0,000976. Fiir z — 0 streben beide Funktionen gegen 0, da I'(2z)/(T'(z) - I'(xz)) — 0 fiir « — 0. Beide Be-
wertungsfunktionen von B in S! bzw. S2, in Abhiingigkeit zu z (UserSampleSize), sind stetige Funktionen,
die gemeinsamen Grenzwerten entgegenstreben. Desweiteren haben f;(z) und f>(z) nur max. einen Schnitt-
punkt?*. Damit gilt, dal wenn es ein z; gibt fiir das die Bewertung von B in S' grofler ist als die in S?
und wenn es ein zo gibt mit x5 > x; fiir das die Bewertung zu S? besser ist, dann liegt ein Schnittpunkt im
Intervall |z, zo [. Damit kann es keine weiteren Schnittpunkte geben, insbesondere nicht fiir Werte grofier zo.

24 £, (x) ist rechtsgekriimmt und nihert sich dem Grenzwert fiir z — co von unten. fo(z) ist links- recht- linksge-
kriimmt und ndhert sich dem Grenzwert von oben.
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Abbildung 16: Kombination von Wissen aus Daten mit “Bayes’schem Unwissen” anhand eines

Beispiels

1) Datensatz als einzige echte Informationsquelle

2)  Njjip-Tabellen zum Netz ohne Kante St

3) Njji-Tabellen zum Netz mit Kante S?

4) nicht informative T&%—T&bellen zum Netz ohne Kante S!
( :pVorw(A‘Sl) bzw. pVorw(B‘Sl) )

5) nicht informative T&%—T&bellen zum Netz mit Kante S?
( = pVorw(A‘SQ) bzw. pVorw(Aa B‘SQ) )

6) S': Netzstruktur und Dimensionsaufteilung von A und B

7) S? : Netzstruktur und Dimensionsaufteilung von A und B

Bsp.: Bewertungen der beiden Netze S' und S? mit unterschiedlichen SampleSize-Werten:

N =10 SampleSize =100 log(p(D|S')) = —13.9404 log(p(D|S?)) = —13.9144
N =10 SampleSize =10  log(p(D|S')) = —14.4757  log(p(D|S?)) = —14.4017
N =10 SampleSize =1 log(p(D|S')) = —16.4664 log(p(D|S?)) = —17.1796
N =10 SampleSize =0.1 log(p(D|S')) = —20.1899 log(p(D|S?)) = —22.9379

(Detaillierte Berechnung: sieche Anhang 12.2)
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Abbildung 17: plot von fi, fo mit gnuplot

Der Schnittpunkt liegt fiir a = 1,0 = 4,¢ = 3,d = 2 (wie Beispiel) bei z ~ 1,24377. Wird das Ungleichgewicht
der Werte, also die Abhéngigkeit verstiirkt, z.B. mit a = 1,0 =5,9,¢ = 3,d = 0, 1, so liegt der Schnittpunkt
schon bei z & 0.00575 und liefle sich beliebig weiter gegen 0 treiben, indem die Ungleichgewichte der Werte
weiter verstirkt wiirden. Umgekehrt liegt der Schnittpunkt fiir reduzierte Ungleichgewichte hoher; z.B. fiir a =
1,b=3.5,c=3,d = 2.5 erst bei z &~ 10004100, 00316. Mit einer weiteren Reduzierung der Ungleichgewichte
kann der Wert gegen oo getrieben werden. Damit kann aufler im erreichbaren Grenzfall der Unabhéngigkeit
fiir S? immer eine bessere Bewertung erreicht werden, indem die UserSampleSize hinreichend hoch gewéhlt
wird. Umgekehrt aber kann immer (da hier der Grenzfall nicht erreichbar ist) fiir S! eine bessere Bewertung
erzielt werden, indem die UserSampleSize hinreichend klein gewihlt wird.

Dieses Ergebnis gilt auch fiir kompliziertere Netzstrukturen.

8.2.4 Die “a+ 17-Methode

Die Wahl der UserSampleSize erwiefl sich als unerwartet schwierig. FEigentlich soll hier ja das Fehlen von
Vorwissen modelliert werden. Intuitiv miiite das einer Wahl von UserSampleSize := 0 entsprechen. Dieses
ist jedoch nicht moglich, da damit alle a-Tafel-Zelle gleich 0 wéren und somit diese Wahl an der daraus
resultierenden Division durch 0 in der Bewertungsformel (Gleichung (26)) scheitert.

Wie man aber an der Beta-Verteilung (sieche Abbildung 5, wie auch der Dirichlet-Verteilung erkennt und
wie auch in Kapitel 5 erldutert wurde, ist das Minimum fiir eine Schitzung mindestens eine Beobachtung
fiir jeden Fall (a-Tafel-Zelle). Es bietet sich also zur Modellierung von Unwissen an, jede a-Tafel-Zelle mit
1 zu initialisieren. Mit der Wahl von UserSampleSize := 0 bleibt es bei a;j, = 1 Vi,7,k. Aber auch bei
vorhandenem Vorwissen kann diese Methode verwendet werden indem statt Gleichung (27) nun gilt:

aijr, = (p(Xi = k, Pa; = j|S") - UserSampleSize) + 1 (39)

Damit erhoht sich die Gesamtzellensumme jeder a-Tafel von > a; = UserSampleSize um die Anzahl der
Zellen in a;. Diese von der Grofle der Tafel abhéingige Erhchung des enthaltenen Beobachtungsumfangs scheint
zunédchst etwas problematisch, ist aber durch die Annahme von a;;, = 1 Vi,j, k als Null-Vorwissen-Level
gedeckt. Leider ist aber auch damit das eigentliche Problem nicht ausreichend gelost.

Ein Beispiel:

Gegeben sei ein Datensatz mit 40 Beobachtungen fiir die binomial verteilten Merkmale A und B. Die Kontin-
genztafel zu diesem Datensatz sei gegeben durch:

A
a1 a2
by 12 8
B
ba 8 12

Weiterhin seien “Unwissen”-Wahrscheinlichkeitstafeln zum kantenlosen DAG bzw. zum DAG A — B gegeben
durch:

A
A A ay as
a a by 0.5 a a b 0.25 0.25
05 o5~ B bzw. 05 05 B
' ' bs 0.5 ' ' by 0.25 0.25
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Mit UserSampleSize := 0 (dabei sind die Werte in den Wahrscheinlichkeitstafeln irrelevant) wird das Netz
ohne Kante favorisiert, ebenso bei UserSampleSize := 1 und UserSampleSize := 10.

Bei UserSampleSize := 100 (und grosser) wird aber das Netz A — B favorisiert (siehe Anhang 12.3).
Nehmen wir dagegen an, wir hitten vorab schon die Hilfte der Daten erhalten und diese unserem Vorwissen
zugeordnet und nur die andere Hélfte als Daten verwendet, so dafl nun gilt:
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a-Tafel zu A (beide Netze): a, as
10+1 10+1
a-Tafel zu B a-Tafel zu B in A — B: Kontingenztafel:
im kantenlosen DAG:
A A
b 10+1 a1 a2 ay a
s + b 641 T+ 1 b 6 i
B B
b 10+1
2 + b 4+1 6+ 1 b 4 6

In diesem Fall bestéitigen sich Vorwissen und Daten gegenseitig zu 100%. Nun wird aber das Netz A — B klar
favorisiert, auch unabhingig davon, ob nun “+1” oder nicht (siche Anhang 12.3). Der Gesamtbeobachtungs-
umfang liegt jedoch weiterhin bei 40 Beobachtungen.

Das eigentliche Problem ist also nicht geltst. Die Initialisierung aller a-Tafel-Zellen mit dem Wert 1 ist fiir die
Modellierung eines Null-Vorwissen-Levels problematisch. Zwar ist es nicht mehr méglich durch Verkleinerung
der UserSampleSize im Extremfall immer ein kantenloses Netz zu erhalten, aber ss ist stattdesses moglich
UserSampleSize := 0 zu wihlen, jedoch wird diese Wahlmoglichkeit den damit geweckten Erwartungen, daf3
es beispielsweise egal sein miifite wann Wissen einfliefit (also ob es z.T. schon zum Vorwissen gehort) nicht
gerecht. Auch liegt die mit diesem Verfahren erhaltene Kantenanzahl, wie Versuche bestétigen, eher zu niedrig
und nicht, wie durch die ausschlieffliche Verwendung vom Zufall beeinflufiter Daten zu erwarten wire, zu hoch
(overfitting). Die bisher gewiihlte Herangehensweise, daf} in jedem Fall Vorwissen anzugeben ist scheint vor
diesem Hintergrund die intuitivere Variante darzustellen.

8.3 Gewinnung des Vorwissens aus den Daten

Aus den genannten Problemen des ersten Versuchs ohne Vorwissen auszukommen, wollen wir noch eine andere
Variante entwickeln. Wir wollen weiterhin unveridndert die Gleichung (26) und die sich daraus ableitenden
verschiedenen Formeln zur Bewertung von Netzstrukturen verwenden. Wir benétigen also wenigstens formal
Vorwissen.

8.3.1 Vorwissen als Korrektiv zu den Daten

Wenn wir uns nocheinmal iiberlegen, was durch das Vorwissen, so wir welches hatten, bisher geleistet wurde, so
erkennen wir, dafl es neben einer weiteren Wissensbasis zusétzlich zum Datensatz auch ein Korrektiv gegeniiber
zufilligen Schwankungen in diesem Datensatz darstellte. Wurde ein Netz S’ mit einer zusétzlichen Kante
gegeniiber Sfrig getestet, so mufte sich die aus dem Datensatz wahrscheinlich ableitbare, zumindest “leichte”
bedingte Abhingigkeit, gegen das Vorwissen “durchsetzen”, daff diese direkte, bedingte Abhéngigkeit, wie sie
eine Kante impliziert tatséichlich nicht besteht. Dabei gehen wir davon aus, dafl sich Vorwissen und Daten
insgesamt nicht stark widersprechen, so dafl i.d.R. keine Abhéngigkeiten aus verschiedenen Unabhingigkeits-
annahmen abgeleitet werden, wie dies bei der zuletzt in Abschnitt 8.2. dargestellten Variante mit kiinstlich
erzeugtem Pseudo-Vorwissen aber der Fall sein konnte (vgl. Abschnitt 6.7). Etwas dhnliches wie es echtes

Vorwissen leistet wollen wir nun auch erreichen ohne solches Vorwissen zu haben.

8.3.2 “Doppelte” Verwendung der Daten

Da uns als einzige Informationsquelle der Datensatz D zur Verfiigung steht und die eher willkiirliche Wahl
von Pseudo-Vorwissen Probleme barg, werden wir nun das Vorwissen ebenfalls aus den Daten gewinnen.
Um dabei dieselben Daten nicht mehrfach zu verwenden, muff der Datensatz geteilt werden. Es soll hier
jedoch nicht das Ziel verfolgt werden einen Teil des Datensatzes zum Aufstellen und einen anderen zum
Testen des Netzes zu verwenden. In diesem Falle kénnten durch eine geschickte Teilung der Daten zufillige
Schwankungen in den Verteilungen der Merkmale registriert werden. Wir wollen stattdessen “nur” verschiedene
Hypothesen gegeniiberstellen. In dem Fall, daf} eine zusitzliche Kante getestet werden soll, wollen wir eine
Art Vorwissen dagegensetzen, dafl der Notwendigkeit dieser Kante wiederspricht. Daher benutzen wir jeweils
fiir die ;- und die N;j;-Tabellen alle Beobachtungen im Datensatz D. Da sich dadurch aber der doppelte
Gesamtbeobachtungsumfang ergibe, der tatséchlich vorhanden ist, lassen wir jede Beobachtung nicht wie
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sonst {iblich mit “1” in die Kontingenztafeln eingehen, sondern zB. jeweils mit “0,5”%%. Dieses Vorgehen
ist dquivalent zu einer normalen Erzeugung der Kontingenztafeln fiir beide Grofien, a’s und N’s und einer
nachtriglichen Multiplikation der Tafeln mit dem jeweiligen Gewichtsfaktor (siehe dazu auch Abschnitt 11.3.3
Gleichungen (43)-(46)). Mit diesem Verfahren ist zumindest gewéhrleistet, daf} sich “Vorwissen” und (Rest-
)Daten nur beziiglich einer evtl. dem Netz hinzuzufiigenden Kante widersprechen, ansonsten aber identisch
sind, so daf wie bei echtem Vorwissen keine zusétzlichen Scheinabhéngigkeiten z.B. durch unterschiedliche
aus Daten bzw. Vorwissen ableitbaren Unabhingigkeitsannahmen entstehen (vgl. Abschnitte 8.3.1 und 6.7).
Wir greifen zur Illustration das Beispiel aus Abschnitt 6.7 noch einmal auf und wandeln es entsprechend der
aktuellen Fragestellung ab, so dal nun eine Abhiingigkeit zwischen A und B aus den Daten erkennbar ist.
Bsp.:

“Vorwissen” aus 50% der
Daten zu B in A(—)B

“Vorwissen” aus 50% der

Kontingenztafel aus 50%
Daten zu A in B(—)A

der Daten D zu A und B

A A A
ay a9 ay as ay a9
by 2 6 b1 4 4 b1 4 4
B B B
b 6 2 ba 4 4 ba 4 4
S 8 8 S 8 8

Damit erhalten wir (wiederum nach Ersetzen von I'(z) durch (z — 1)!):

15 15! 15! 70590 71 913l X
<7!-7!' 311 )'(3!-3!' 15 3031 15! )Zp(ms)

15! 15!-15! 15! 15! 15! X
(7!-7!' 311 )'(7!-7!' 311 >:p(D|S)

Trotz Unabhéngigkeitsannahme im “Vorwissen” wird die Abhéngigkeit erkannt und in eine Kante umgesetzt.
Bei noch schwiicheren Abhéngigkeiten kann aber eventuell auch die Unabhéngigkeitsannahme préferiert wer-
den, da der Vorteil, des Netzes mit Kante bei einer einfachen Teilung der Daten (ajr := Nyjx) noch weitaus
stirker ausfillt (Bewertung von S* = A B unverindert):

231070 S"=B« &> A

Q

1.1-107%° gh—4 B

Q

15! 15! 15! 70311 7 113l N Zo oh
(7!-7!' 31! )(3'3' 15! 31-31 13! )‘p(DS) ¥ 701070 ST=B ek A

Damit sollte veranschaulicht werden, dafi diese Art der Wahl des “Vorwissens” dem eingangs formulierten
Anspruch overfitting zu vermeiden gentigt.

8.3.3 Vermeidung von Nullzellen

Um Nullzellen zu vermeiden wird zusétzlich auf jede a-Zelle noch ein kleiner Wert aufaddiert?®.

8.3.4 Erstellung der “Vorwissen”-Tafeln bei Netzverinderungen

Es sind die N;j;’s wie bisher die Kontingenztafeln zur aktuell zu testenden Netzhypothese Sh. Um eine
Ausgangsbewertung zu S” zu erhalten werden zunéchst auch die a;;;, zum aktuellen Netz S” erzeugt. Um
zB. ein Netz mit einer hinzugefiigten Kante zu testen werden die a;;; zum Netz ohne diese Kante erstellt und
dann wie zuvor beschrieben an das aktuelle Netz angepafit (Abschnitt 7.3.2 und 7.3.3). Auf diese Weise muf}
sich die neue Kante quasi gegen die Annahme bewihren, dafl sie tiberfliissig ist. Schafft sie das wird wieder
die neue Ausgangslage bewertet, indem auch die «;j;’s entsprechend dem neuen Netz erzeugt werden. Diese
Neuberechnung wird notwendig, weil wir wenn wir uns fiir ein Netz mit einer neuen Kante entschieden haben,
diese neue Kante dann auch dem Vorwissen zugerechnet werden muf}. Anders als in der ersten Variante, wo zu
jeder verdnderten Netzstruktur lediglich in ihrer Grofle verdnderte, aber immer mit Gleichverteilung gefiillte
Vorwissen-Tafeln entstehen, kann (und soll) ja hier das “Vorwissen” durchaus Abh#ngigkeitsinformationen
enthalten, jedoch nur die in S, und noch nicht die zusitzlich in S”,, enthaltenenen, wenn eine Kante
hinzugefiigt wird.

*Sandere Verhiltnisse (z.B. 0.2 : 0.8) sind auch denkbar - wir behandeln diesen Punkt noch
26, B. 0.01 oder kleiner
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Abbildung 18: “Doppelte” Verwendung der Daten

1) Datensatz als einzige Informationsquelle

2) Nijk—Tabellen

3) «;ji-Tabellen zum Netz ohne die neue Kante (jede Zelle +0,01)

4)  «a;jk-Tabellen zum Netz mit neuer Kante (p(B|A, S%,,) = p(B|S%,)p(A|S™))
5) Netzstruktur und Dimensionsaufteilung von A und B (sonst. Merkmale: “...”)

*) Aus dem Groflenverhiltnis 150,01 : 350,01 zu berechnen

Da es darum geht nicht zuviele Kanten (— overfitting) zu erzeugen, wird beim Loschen einer Kante anders
verfahren: Hier werden auch die a;;;’s zum aktuell zu testenden Netz, also ohne die moglicherweise zu 16schende
Kante, erzeugt (Eine erneute Grundbewertung entfillt bzw. ist damit bereits vorgenommen, da sie dasselbe
Ergebnis liefern wiirde).

8.3.5 Wahl des Teilungsverhilnisses der Daten

Eine bedeutende Frage ist bei dieser Variante, wie man das “Vorwissen” («) gegen die Daten gewichtet.
Mit der oben angedeuteten Variante, beide Wissensformen (Daten und “Vorwissen”) jeweils aus der Hélfte
(“0.5 : 0.5”) der Daten zu erzeugen, werden beide gleichgewichtet. Dieses Verhéltnis hat einen Einflufl auf
die Kantenanzahl und damit auf die Anpassung des Netzes an die Daten. Je grofler der Anteil der Daten ist,
die fiir das Vorwissen genutzt werden, desto weniger Kanten werden tendenziell in ein Netz eingefiigt, solange
dabei sich das Teilungsverhé&ltnis in verniinftigen Grenzen bewegt. Trotzdem ist die Berechnung, wie sich in
Simulationen zeigt, gegeniiber Schwankungen in dieser Aufteilung relativ robust??, im Vergleich zu den eher
starken und unkalkulierbaren Schwankungen bei der ersten Berechnungsform, in der die UserSampleSize

*"tatsichlich kommen hier eher durch den Zufall bestimmte Unterschiede dadurch zustande, daff evtl. schon bei
kleinen Anderungen des Datenaufteilungsverhiltnisses ein anderer Suchpfad (sieche Abbildung 12) eingeschlagen wird
und daher im Einzelfall oft nicht abzusehen ist, in welche Richtung sich die Kantenanzahl bei einer bestimmten Auf-
teilungsdnderung entwickeln wird.
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Fehlerrate

(Anzahl der Parameter im Modell) |6]

Abbildung 19: angedeutete Entwicklung der Fehlerrate in parametrisierten statistischen Modellen
allgemein, in Abhéngigkeit von der Anzahl der verwendeten Parameter

variiert wurde. Werte die dem Vorwissen ein Gewicht von 0.2 bis 0.5 zuweisen haben sich als verniinftig
erwiesen.

8.4 (Teil-) Vorwissen iiber die Netzstruktur

Wie auch immer beim Umgang mit fehlendem Vorwissen iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Merk-
male verfahren wird, auch hier ist es von Vorteil, wenn der Benutzer wenigstens einige Vorgaben iiber die
Struktur des Netzes machen kann - durch Vorgabe bzw. Ausschluf} einiger Kanten(-verdnderungen). Wenn
das nicht moglich ist, erhoht sich die Gefahr, dafl der Suchalgorithmus bei lokalen Minima steckenbleibt. Eine
Moglichkeit dieses Problem auf automtisiertem Wege zu reduzieren bestiinde darin, zufillige Netze als Start-
punkte fiir den Greedy-Search-Algorithmus vorzugeben. Es zeigt sich bei Tests jedoch, dafl unter der hohen
Anzahl verschiedener Netze der Beginn mit vollkommen unverbundenen Knoten der “Wahrheit” zumeist am
nichsten kommt. Mehr Sinn macht deshalb, eine so gelernte Netzstruktur nocheinmal vom Experten priifen
zu lassen. Besonderes Augenmerk sollte der Benutzer dabei auf vollstindig verbundene Teilgraphen legen,
da “Greedy” eine, in der Netzstruktur, noch nicht ausreichend abgebildete Abhingigkeitsstruktur oft durch
zusétzliche Kanten (zumal bei groien Datensiitzen) ausgleicht, obwohl die Struktur durch andere Verédnderun-
gen in dem bestehenden Netz, wie Richtungsdnderungen einzelner Kanten, noch besser wiirde, solche Lésungen
von Greedy aber nicht gefunden werden, weil deren Vorteile erst erkennbar werden, wenn iiber mehr als eine
Kantenidnderung hinweg geblickt werden konnte.

8.5 Einbeziehung der Netz-a-priori-Wahrscheinlichkeit

Um ein zusétzliches Korrektiv gegen zu viele Kanten (Ower fitting) einzufithren, kommen wir nocheinmal auf
die bisher vernachléssigte Netz-a-priori-Wahrscheinlichkeit aus Gleichung (22) zuriick. Aus der Beobachtung
heraus, da8 die Fehlerrate eines Modells mit zunehmender Parameterzahl wieder steigt?® - eben aus der daraus
resultierenden Uberschiitzung der Daten - kénnte die a-priori-Wahrscheinlichkeit eines Netzes iiber die Anzahl
der zu Schitzenden Parameter bestimmt werden (siehe auch Abbildung 19). Dazu bietet sich ein Term aus
dem Bayesian Information Criterion (BIC) [Schwarz (1978)] an:

p(Sh) := e 7 loaN (40)

N ist der Umfang des Datensatzes D
B = dim(S") ist die Anzahl der zu schiitzenden Parameter
(sieche Gleichung (1))

9 Nachbetrachtung

9.1 Uneinheitliche UserSampleSize

Wir haben bislang einen einheitlichen Wert UserSampleSize angenommen, der gleichsam den Erfahrungs-
schatz des Benutzers (Experten) wiederspiegelt, der das Vorwissen - soweit vorhanden - in das System einbringt.

2Ein Problem, daf genauso z.B. fiir Regressionsmodelle oder Neuronale Netze gilt
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Abbildung 20: Unterschiedliche UserSampleSize-Werte fiir einzelne bedingte Wahrscheinlichkeiten

Moglicherweise wurde das Vorwissem tatséchlich selbst aus dlteren Daten gewonnen. Die entsprechenden Kon-
tingenztafeln lassen sich mit dem UserSampleSize-Wert aus den Wahrscheinlichkeitstafeln riickrechnen. Ba-
siert das Vorwissen jedoch nicht auf Daten, sondern auf Expertenwissen oder physikalischen Messungen, ist
dieses Vorgehen einer einheitlichen UserSampleSize nicht ganz unproblematisch, da nicht unbedingt einzuse-
hen ist, da} die Angabe bedingter Wahrscheinlichkeiten umso weniger ernst genommen wird, je mehr Eltern
ein Knoten hat, sprich je grofier die Wahrscheinlichkeitstafel fiir den fraglichen Knoten wird. Anders ausge-
driickt konnen Tafeln gleicher Grofle durchaus mit unterschiedlicher Gewiflheit iiber das enthaltene Wissen
behaftet sein. Ja die fiir jede Elternzustandskonfiguration gegebenen bedingten Wahrscheinlichkeiten, kénnen
verschiedene Sicherheitsgrade haben, die nicht aus den Eltern-Tafeln ableitbar sein miissen.

In dem in Abbildung 20 dargestellten Fall konnte es sicherlich angemessen sein, das Vorwissen iiber die ein-
zelnen Wahrscheinlichkeiten mit unterschiedlichen Sicherheiten anzunehmen. Da wie an Gleichung (26) zu
sehen, jeweils das Vorwissen zu X, (mit/ohne Daten) zum marginalen Wissen nur tiber die Elternzustéinde
in’s Verhéltnis gesetzt wird, also Dirichlet-Verteilungen fiir die bedingten Wahrscheinlichkeiten angenommen
werden, ist es moglich die gegebenen bedingten Wahrscheinlichkeiten zu jeder Elternzustandskonfiguration
unterschiedlich zu gewichten, wie das in Abbildung 20 angedeutet ist. Entweder miissten dann aber sehr diffe-
renzierte UserSampleSize-Werte eingefordert werden, oder man verlangt vom Benutzer statt der bedingten
Wabhrscheinlichkeitstafeln gleich die “bedingten Kontingenztafeln”, die der differenzierten Gewichtung des Vor-
wissens rechnung tragen (Abbildung 20), sonst aber nie gebraucht werden. Mit “bedingten Kontingenztafeln”
sind Tafeln gemeint, in denen nur die Werte fiir je eine Elternzustandskonfiguration in Relation zueinander
gesehen werden koénnen, wihrend die marginalen Werte iiber die Elternzustinde die (unterschiedlichen) Si-
cherheiten wiederspiegeln, mit der die bedingten Wahrscheinlichkeiten gegeben sind. Problematisch ist aber
die Tatsache, dafl die Tafeln nicht mehr konsistent sind, dh. unterschiedliche Tafeln spiegeln unterschiedli-
ches Wissen iiber dieselben Knoten wieder. Kaum noch zu erkliren ist dabei die Ableitung des Vorwissens
zu gegeniiber Sfrig veriinderten Netzhypothesen. Wir verzichten deshalb auf weitere Uberlegungen in dieser
Richtung und bleiben bei einem einheitlich gewihlten UserSampleSize-Wert.

10 Simulationen und Testberechnungen

10.1 Testverfahren

Um den Lernalgorithmus, wie er nun theoretisch und im Anschlufl in Grundziigen auch in der Implementierung
vorgestellt ist, zu testen, bieten sich verschiedene Verfahren an. Zum einen kénnen reale Daten verwendet
werden um daraus die Netzstruktur zu lernen. Zum anderen kann aber auch ein komplettes Bayes’sches Netz,
bestehend aus der Struktur und den bedingten Wahrscheinlichkeitstafeln vorgegeben werden, um dazu korre-
spondierende, moglichst perfekt die vorgegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung abbildende Daten (perfekte
Daten) zu erzeugen, um dann (indem wir Netzstruktur und Wahrscheinlichkeitsvorgabe wieder “vergessen”)
nur aus den kiinstlich erzeugten Daten das Netz riickzurechnen versuchen.

Der grofie Vorteil der letzteren Methode besteht darin, dafl man das Ergebnis des Lernalgorithmus mit dem
wahren Netz vergleichen kann, um den Grad der Ubereinstimmung in Struktur und Bewertung zu ertmitteln.
Demgegeniiber ist die “wahre” Netzstruktur zu echten Daten unbekannt und kénnte nur von einem Exper-
ten angegeben werden. Dabei wire jedoch nicht klar, ob Abweichungen der gelernten Netzstruktur zu der
Expertengegebenen aus der “Unzulédnglichkeit” der Daten, oder auch aus der moglicherweise von vornher-

93



ein nicht angemessenen Modellannahme eines Bayes’schen Netzes herriithren. Lediglich die Brauchbarkeit der
Suchheuristik (Greedy-Search) konnte ermittelt werden, indem die Bewertung entsprechend Gleichung (26)
des vorgegebenen Netzes mit der des gelernten Netzes verglichen wird. Tatséchlich birgt aber gerade der Um-
stand, daf} sichergestellt ist, dafl “perfekte” Daten weitestmoglich (abhéngig vom Beobachtungsumfang des
Datensatzes) eine bestimmte Netzstruktur abbilden auch das Problem, daf eine Uberschiitzung der aus den
Daten ableitbaren Abhingigkeiten kaum méglich ist, da nur “wahre” Abhingigkeiten in den Daten enthalten
sind.

Aus diesem Problem ergibt sich eine dritte Testmoglichkeit. Wir werden zu einem vorgegebenen Bayes’schen
Netz (incl. bedingten Wahrscheinlichkeiten) Daten durch Sampling gewinnen, d.h. wir werden nicht den
die Wahrscheinlichkeitsvorgabe bestmoglich wiedergebenden Datensatz erzeugen, sondern mithilfe eines Zu-
fallsgenerators Daten simulieren, die wie echte Daten auch im Rahmen von zufilligen Schwankungen vom
optimalen Datensatz abweichen konnen. Im Rahmen zufélliger Schwankungen liegt theoretisch jede Abwei-
chung vom “perfekten” Datensatz, allerdings sind starke Abweichungen weniger wahrscheinlich als kleinere
“Fehler”. Zudem wird der Datensatz mit steigendem Beobachtungsumfang genauer - weniger von den zufalli-
gen Schwankungen beeinflufit (schwaches Gesetz der Grofien Zahlen). Mithilfe des Daten-Samplings werden
moglichst viele verschiedene Datenséitze erzeugt und aus jedem eine Netzstruktur riickgerechnet, um dabei die
“Treffer”, also die Netzstrukturen die mit dem Ausgangsnetz iibereinstimmen, zu zihlen und eine Trefferquote
zu gewinnen. Von besonederem Interresse ist dabei die Abhéngigkeit der Trefferquote vom Beobachtungsum-
fang.

Da wir zum Testen in jedem Fall ohne Vorwissen auskommen miissen??, werden die in Kapitel 8 dafiir vorge-
stellten Verfahren gegeneinandergestellt. Durch Anwendung aller drei Testmethoden mit kiinstlich erzeugten
und echten Daten konnen wir die Vorteile beider Ansétze nutzen, um den Lernalgorithmus umfassend zu
testen.

Ein viertes Verfahren kénnte mit echten oder gesampelten Daten, mit Hinblick auf die eigentliche Nutzung des
zu lernenden Bayes’schen Netzes abgeleitet werden, indem mithilfe von Testdaten versucht wird eine Klassi-
fikation bestimmter Merkmale in den einzelnen Fillen des Testdatensatzes vorzunehmen und die “Treffer” zu
zdhlen (da die wahre Ausprigung ja bekannt ist). Die Testdaten sollten dabei andere als diejenigen sein, aus
denen das Netz gelernt wurde (Teilung der Daten). Fiir dieses Verfahren miifite man sich aber auf bestimmte
“Zielknoten” festlegen, die zu klassifizieren wiren. In dieser Arbeit wurde aber lediglich das Ziel verfolgt die
wahren Abhéingigkeiten durch die Netzstruktur eines DAG’s abzubilden, daher soll auch nur dieses Ziel ver-
sucht werden durch Tests zu verifizieren, d.h. wir verzichten auf diesen Ansatz zur Bestimmung der Qualitit
eines Bayes’schen Netzes.

9

10.2 Berechnungen mit “perfekten” Daten

10.2.1 Gewinnung “perfekter” Daten

Wir werden zunéchst Berechnungen mit moglichst perfekten Daten zu einer vorgegebenen Netzstruktur und
zugehorigen bedingten Wahrscheinlichkeiten durchfiihren.

Das verwendete Verfahren zur Erzeugung solcher Daten zu einem Bayes’schen Netz ist relativ simpel. Da wir
zum Testen mit in ihrer Knotenanzahl sehr iiberschaubaren Netzen arbeiten, leisten wir uns ausnahmsweise die
Erzeugung der vollstindigen Wahrscheinlichkeitstafel zu allen Knoten (siehe Gleichung (1)). Danach wird jede
Zelle dieser Tafel mit dem gewiinschten Beobachtungsumfang multipliziert und in eine entsprechende ganz-
zahlig gerundete Anzahl korrespondierender Beobachtungen im zu erzeugenden Datensatz umgesetzt. Durch
die Rundung der Werte wird der vorgegebene Beobachtungsumfang mdoglicherweise leicht {iber- bzw. unter-
schritten. Mit der notwendigen Rundung der Werte (da es nur “ganze” Fille in einem Datensatz geben kann)
wird auBerdem die Wahrscheinlichkeitstafel i.d.R. nicht wirklich perfekt durch die Daten reprisentiert. An-
ders als bei echten Daten, in die zusétzlich noch zufillige Schwankungen und nichtmefbare (nichtgemessene)
Storungen hineinspielen, handelt es sich hier jedoch um ein rein numerisches Problem.

Der verwendete Simulations-Algorithmus soll folgendes leisten:

1. Zu einem gegebenen DAG selbststéndig, mittels eines Zufallsgenerators bedingte Wahrscheinlichkeits-
tafeln erzeugen. Mit einem Parameter rnd wird der Zufallsgenerator initialisiert, so daf} einerseits mit
verinderten rnd-Werten verschiedene bedingte Wahrscheinlichkeiten zu einunddemselben DAG erzeugt
werden konnen, aber andererseits auch mit gleichen rnd-Werten jederzeit identische Wahrscheinlich-
keitstafeln reproduzierbar sind.

2hei echten Daten aus Expertenmangel und bei Daten-Sampling, weil sinnvollerweise nur das als wahr bekannte
Netz vorgegeben werden kdénnte, was aber i.d.R. nicht mehr zu verbessern ist
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2. Zu den so erzeugten bedingten Wahrscheinlichkeiten und dem gewiinschten Beobachtungsumfang
SampleSize, entsprechend dem oben vorgestellten Verfahren, einen kiinstlichen Datensatz erzeugen.

3. Ansetzen des Suchalgorithmus auf das vorgegebene Netz um festzustellen, ob die zufillig erzeugten
bedingten Wahrscheinlichkeiten oder die nicht perfekte Représentation dieser Wahrscheinlichkeitsver-
teilung durch die Daten (insbesondere bei kleinen SampleSize-Werten) zu einer Veréinderung (“Verbes-
serung”) selbst des eigentlich wahren DAG’s durch den Lernalgorithmus fiihrt.

4. Versuch das vorgegebene Netz, beginnend mit einem kantenlosen DAG, aus den gesampelten Daten
riickzurechnen.

Fiir den Lernalgorithmus selbst sind verschiedene Modi einstellbar. Das zu verwendende Verfahren zum Um-
gang mit dem fehlenden Vorwissen ist iiber mode einzustellen. Bei der Angabe mode= 1 wird das Vorwissen
aus den Daten erzeugt, wihrend bei mode= 2 “Unwissen”-Tafeln zum DAG erzeugt werden. Die Gewichtung
des so kiinstlich erzeugten Vorwissens gegeniiber den eigentlichen Daten wird {iber einen alpha(weight)-Wert
eingestellt.

Wir fithren nun einen ersten Testlauf durch, um das Verfahren anhand der Testausgaben niaher zu betrachten.
Das Simulations-Tool ist ebenso wie der Lernalgorithmus alleine aus S-Plus aufzurufen, wobei die Imple-
mentierung der eigentlichen Funktionalitét aus den in Kapitel 11 genannten Griinden weitgehend in C/C++
erfolgte.

10.2.2 Versuch 1: “Vorwissen” aus Daten (relativ geringer Anteil)

Im ersten Versuch wollen wir das Vorwissen, wie im Abschnitt 8.3 beschrieben, aus den Daten erzeugen

(mode= 1) und einen relativ grofien Datensatz mit 10000 Beobachtungen erzeugen.
Aufruf der Funktion:

> SIMULATE(dag=testDAG,mode=1,alpha=0.2,sampleSize=10000)

Die Funktion gibt nun zunichst den DAG in Matrix-Form sowie die erzeugten bedingten Wahrscheinlichkeits-
tafeln aus (siehe Anhang 12.4). Intern wird dann der Datensatz mit einem Beobachtungsumfang von ca. 10000
Fillen erzeugt. Die Ausgabe dieser Daten wiire in jedem Fall zu umfangreich.

Im Anschlufl wird nun versucht, mittels der Lern-Funktion der gegebene DAG (testDAG) unter Verwendung
der Daten zu verbessern. Im Normalfall sollte das nicht moglich sein.

| FIND / IMPROVE NETSTRUCTUR OF A BAYESIAN (CAUSAL) NETWORK |
| BY GIVEN DATA (AND USER-KNOWLEDGE) |

T +
START
dataset ..........iiiiiiiiiiinan : is sorted (do nothing)
cases in dataset ................ : 9999
different cases in dataset ...... : 32 (-99.7 %)
number of edges in initial DAG .. : 5
possible changes excluded by user : 0
testing DAG only with data ...... : splitting data
splitting data by ............... : 0.800:0.200 (data:pseudo-alpha)
search mode ..................... : retractions allowed
possible changes are ............ : add del reverse edges
max. count of changes ........... : 100
term for net-prior .............. : is not used
calculate for D(ata) & S(tructur) : p(D[S)
max. shown improves ............. : show only changes
SEARCH
[ 0] INIT rate for initial DAG p(DIS) = exp(  -20355.2188)
T +
| no changes made |
T +
[ 1] STOP no improvement p(DIS) = exp( -20355.2188)

Der Suchalgorithmus gibt vor dem Beginn seiner eigentlichen Berechnungen eine Beschreibung der Eingangspa-
rameter aus: Auffillig ist die enorme Diskrepanz zwischen der Gesamtzahl der Fille im Datensatz, die bei
9999 liegt (die anvisierte Zahl von 10000 wurde damit knapp verfehlt) und der Anzahl der unterschiedli-
chen Fille im Datensatz von nur 32. Da wir mit fiinf binomialen Variablen arbeiten, sind auch nur 2° = 32
verschiedene Kombinationen mdoglich - jeder denkbare Fall ist also mindestens einmal im Datensatz vertreten.
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Danach beginnt die eigentliche Netzverbesserungsphase, die hier aber erwartungsgemifl sofort abgebrochen

wird, da das gegebene Netz nicht zu verbessern ist.
Im letzten Schritt wird ausgehend von einem kantenlosen DAG und den Daten versucht durch einen weiteren
Aufruf des Lernalgorithmus’ den testDAG riickzurechnen.

| FIND / IMPROVE NETSTRUCTUR OF A BAYESIAN (CAUSAL) NETWORK |
| BY GIVEN DATA (AND USER-KNOWLEDGE) |

T +
START
dataset ..........c.iiiiiiiiiian : is sorted (do nothing)
cases in dataset ................ 1 9999
different cases in dataset ...... 132 (-99.7 %)
number of edges in initial DAG .. : O
possible changes excluded by user : 0
testing DAG only with data ...... : splitting data
splitting data by ............... : 0.800:0.200 (data:pseudo-alpha)
search mode ..................... : retractions allowed
possible changes are ............ : add del reverse edges
max. count of changes ........... : 100
term for net-prior .............. : is not used
calculate for D(ata) & S(tructur) : p(D[S)
max. shown improves ............. : show only changes
SEARCH
[ 0] INIT rate for initial DAG p(DIS) = exp(  -22588.0703)
e e L L LT +
[ 11 | ADD D --->E p(DIS) = exp( -21456.3633) |
[ 2] | ADD A--->D p(DIS) = exp(  -20734.4336) |
[ 311 ADD A --->B p(DIS) = exp(  -20579.4805) |
[ 4] | ADD B --->D p(DIS) = exp(  -20431.7852) |
[ 5] | ADD B ---> E p(DIS) = exp(  -20363.3438) |
[ 6] | ADD B --->¢C p(DIS) = exp(  -20356.0234) |
T +
[ 71 STOP no improvement p(DIS) = exp(  -20356.0234)

Der Lernalgorithmus wir mit den selben Parametern aufgerufen bis auf das nun kantenlose Ausgangs-DAG
(“number of edges in initial DAG: 0”). In sechs Verbesserungsschritten werden sechs Kanten eingefiigt.
Die Ergebnisse der beiden Aufrufe der Lern-Funktion werden zusétzlich in einem Grafik-Fenster gegeniiberge-
stellt, dabei werden jeweils die Verinderungen gegeniiber dem urspriinglichen DAG (testDAG) hervorgehoben.
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Test original DAG: mode=1 rnd=1 alpha=0.2 size=10000

Test empty DAG: mode=1 rnd=1 alpha=0.2 size=10000

Abbildung 21: Grafische Ausgabe des Simulations-Tools

Bewertung des Ausgangs-DAG’s p(D|SE _.040): e—20355.2188

Bewertung des verbesserten Ausgangs-DAG’s: — — — —  (keine Verbesserung)
Bewertung des kantenlosen DAG’s e 22588.0703
Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG’s ~e~20356.0234

Es ist zu erkennen daf sich der gelernte DAG von dem Ausgangs-DAG in der Richtung dreier Kanten und einer
zusitzlich eingefiigten Kante unterscheidet. Das urspriingliche Netz hatte die Dimension 12, das gelernte die
Dimension 13 (alle Knoten haben zwei Ausprigungen) - es wird damit eine Abhéngigkeit mehr dargestellt als
tatséchlich vorhanden ist. Warum wurde die zusétzliche Kante eingefiigt? Betrachten wir im oberen DAG die
Dimension des Teilnetzes, bestehend aus den Knoten B, D und E, so betrigt sie 6. Vergleichen wir das mit der
Dimension desselben Teilnetzes ohne die zusétzliche Kante (add), so betriigt sie nur 5. In diesem Teilgraphen
fehlt also eine bedingte Abhiingigkeit, die durch die zusitzliche Kante versucht wurde darzustellen, damit stieg
die Dimension dieses Teilnetzes aber um 2 auf 7 und insgesamt um 1 auf 13. Warum aber wurde statt die
iiberzéhlige Kante einzufiigen nicht die Kante D — E umgedreht? Verfolgen wir den Ablauf der einzelnen
Netzverbesserungsschritte, so sehen wir, daf3 die in ihrer Richtung verkehrte Kante D — FE die zuallererst
eingefiigte Kante ist. Zu diesem Zeitpunkt der Berechnung war aber nicht absehbar in welcher Richtung
diese Kante letztendlich giinstiger wire; lediglich eine Abhingigkeit von D und E war erkennbar. Im vierten
Schritt wurde dann die Kante B — D richtig eingefiigt. Nun aber fehlte noch eine Abhéngigkeit in diesem
Teilgraphen der Knoten B, D und E, die durch die zuitzliche Kante (erfolgreich aber nicht optimal) versucht
wurde darzustellen. Tats#chlich sind B und E ja auch abhiingig®® Um den Fehler zu diesem Zeitpunkt noch zu
korrigieren wire die gleichzeitige Betrachtung von zwei Kantenénderungen notwendig gewesen: dem Entfernen
von B — E und dem Umdrehen von D — E; das aber kann durch einen Greedy-Search-Algorithmus nicht
geleistet werden. Dafl es sich tatsdchlich um ein Problem der Suchheuristik handelt erkennt man auch daran,
dafl die wahre Netstruktur deutlich besser bewertet wurde als die gelernte. Ware der Lernalgorithmus also
wihrend seiner Suche auf dieses wahre Netz gestoflen, wére dieses auch das Netz seiner Wahl geworden.

10.2.3 Versuch 2: “Vorwissen” aus Daten (erhéhter Anteil)

Von Interesse bei dem im ersten Versuch verwendeten Verfahren, das eigentlich nicht vorhandene Vorwissen aus
den Daten zu gewinnen und als Gegengewicht zur Vermeidung zu vieler Kanten zu benutzen, war der Anteil
der fiir das Vorwissen herangezogenen Daten. Daher werden wir diesen Wert nun bei sonst gleichbleibenden
Parametern variieren:

30Nicht untypischer Weise decken sich die Kanten des gelernten DAG’s mit den Kanten des moralischen Graphen,
gebildet zum Ausgangs-Graphen.
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Test original DAG: mode=1 rnd=1 alpha=0.5 size=10000
B >
¢ >
C A D
D >
_E D

Test empty DAG: mode=1 rnd=1 alpha=0.5 size=10000
e >
C A D
D >
_E D

Abbildung 22: Grafische Ausgabe des Simulations-Tools

Bewertung des Ausgangs-DAG’s p(D|SE _.040): e 12719.1641

Bewertung des verbesserten Ausgangs-DAG’s: — — — —  (keine Verbesserung)
Bewertung des kantenlosen DAG’s e 14115.6992
Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG’s e~ 12719-1602

> SIMULATE(dag=testDAG,mode=1,alpha=0.5,sampleSize=10000)

Die erzeugten bedingten Wahrscheinlichkeiten und damit auch der daraus abgeleitete Datensatz sind identisch
denen des ersten Testlaufs. Auch bei der Priifung des initialen DAG’s (testDAG) ergibt sich keine Anderung.
Wiederum wird der DAG unveréndert belassen. Erst bei dem Versuch, diesen DAG beginnend mit einem
kantenlosen DAG zuriickzugewinnen, ergibt sich eine Verénderung:

SEARCH
[ 0] INIT rate for initial DAG p(DIS) = exp(  -14115.6992)
o e +
[ 11 | ADD E--->D p(DIS) = exp( -13408.2734) |
[ 21 | ADD D ---> A p(DIS) = exp( -12956.9336) |
[ 3] | ADD B --->A p(DIS) = exp( -12793.0586) |
[ 4] | ADD B ---> D p(DIS) = exp( -12723.8945) |
[ 5] | ADD C--->B p(DIS) = exp( -12719.1602) |
o e +
[ 6] STOP no improvement p(DIS) = exp( -12719.1602)

Wiederum wird zuerst eine Kante zwischen E und D eingefiigt, diesmal aber in der richtigen Richtung.
Es ist zu diesem Berechnungszeitpunkt im Grunde egal in welcher Richtung diese Kante eingefiigt wird.
Der Unterschied zum ersten Testlauf resultiert aus winzigen Unterschieden, die durch die verinderte Teilung
des Datensatzes entstehen (siehe Abschnitt 6.7) und hier bei verédndertem Vorwissen-Gewicht in die andere
Richtung umgeschlagen sind.

Beide Netze unterscheiden sich nur in der Richtung einer Kante, die Dimension der Netze ist gleich. Die Bewer-
tungen der beiden Netze sind ebenfalls fast identisch. Das errechnete Netz wurde sogar leicht besser bewertet.
Warum aber wurde dann im ersten Testlauf die Kante B — C' nicht ebenfalls umgedreht? Die Verwendete Me-
thode legt dem einen Stein in den Weg. Eine zusétzliche Kante muf} sich ja gegen das “Vorwissen” behaupten,
daf} sie tiberfliissig ist - erst danach wiirde mit einer erneuten Grundbewertung diese Kante dem Vorwissen
hinzugerechnet. Diese Hiirde aber nimmt die neue Kante C' — B (nachdem testweise B — C entfernt wurde)
in diesem Fall wegen dem so geringen Unterschied in der Bewertung der beiden Netze nicht.
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Test original DAG: mode=1 rnd=1 alpha=0.0001 size=10000
>
A D
D >
_E D

Test empty DAG: mode=1 rnd=1 alpha=0.0001 size=10000
e >
C A D
D >
_E D

Abbildung 23: Grafische Ausgabe des Simulations-Tools

Bewertung des Ausgangs-DAG’s p(D|S .oue): e~ 25495.3672
Bewertung des verbesserten Ausgangs-DAG’s: e 25495.3672
Bewertung des kantenlosen DAG’s e 282525469
Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG’s e~ 25495.3672

10.2.4 Versuch 3: “Vorwissen” aus Daten (minimaler Anteil)

Mit einem weiteren Versuch nur das Vorwissen-Gewicht alpha(weight) zu verdndern, wird die Problematik
kiinstlich erzeugter Daten augenfillig:

> SIMULATE(dag=testDAG,mode=1,alpha=0.0001,sampleSize=10000)

Wir sehen hier erstmals, dafl im ersten Lauf des Lernalgorithmus’ auch das Ausgangsnetz veréindert wurde.
Beide Netze stellen aber dieselben Abhéngigkeitsstrukturen dar und sind gleichwertig. Der Unterschied in der
Bewertung ist winzig (erst nach der 4-ten Nachkommastelle sichtbar) und hier eher auf Rundungsfehler zuriick-
zufithren. Die “Hiirde”, diese Kante umzudrehen, ist wegen des unbedeutenden Vorwissen-Gewichts diesmal so
niedrig, daf} die Verénderung vorgenommen wird. Auch der eigentlich wichtige zweite Lauf des Lernalgorith-
mus’ kommt zu demselben Ergebnis. Damit haben wir eine vollkommene Ubereinstimmung. Trotzdem ist der
Wert von alpha=0.0001 mit Vorsicht zu genielen, da er kein Korrektiv mehr gegen zu viele Kanten darstellt,
was aber bei kiinstlich erzeugten Daten nicht problematisch ist - zumal bei groflen Beobachtungsumfingen
- jedoch bei echten Daten zu over fitting in der gelernten Netzstruktur fithren kann und i.d.R. auch fithren
wird.

10.2.5 Versuch 4: “Vorwissen” aus Daten (Verkleinerung des Datensatzes)

Verdndern wir einmal den Beobachtungsumfang des Datensatzes, so ergibt sich auch fiir den Lernalgorithmus
eine Problematik.

> SIMULATE(dag=testDAG,mode=1,alpha=0.2,sampleSize=1000)
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Test original DAG: mode=1 rnd=1 alpha=0.2 size=1000
B D
e >
A D
D >
_E >

Test empty DAG: mode=1 rnd=1 alpha=0.2 size=1000
e >
A D
D >
_E D

Abbildung 24: Grafische Ausgabe des Simulations-Tools

Bewertung des Ausgangs-DAG’s p(D|S .oue): e~ 2054.3542
Bewertung des verbesserten Ausgangs-DAG’s: — — — — (keine Verbesserung)
Bewertung des kantenlosen DAG’s e 22716450
Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG’s ~e~20544255

Eine Kante (B — () wurde nicht eingefiigt. Die eher schwache Abhiingigkeit (auch vorher wurde diese
Kante immer erst zuletzt eingefiigt) wird in dem kleineren Datensatz und evtl. auch durch die ungenauere
Reprisentation der vorgegebenen Wahrscheinlichkeiten nicht mehr in eine Kante umgesetzt. Sie wird im ersten
Lauf aber aus dem Originalnetz auch nicht entfernt, da nur dem Einfiigen einer Kante eine zusétzliche Hiirde
durch die Annahme der Uberfliissigkeit dieser Kante aufgebiirdet wird.

10.2.6 Versuch 5: “Vorwissen” aus Daten (Weitere Verkleinerung des Datensatzes)

Mit einer weiteren Verkleinereung des Datensatzes verschérft sich das Problem noch:

> SIMULATE(dag=testDAG,mode=1,alpha=0.2,sampleSize=100)
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Test original DAG: mode=1 rnd=1 alpha=0.2 size=100

0 0

Test empty DAG: mode=1 rnd=1 alpha=0.2 size=100

0 f

Abbildung 25: Grafische Ausgabe des Simulations-Tools

Bewertung des Ausgangs-DAG’s p(D|SE _.040): e~ 1993071
Bewertung des verbesserten Ausgangs-DAG’s: e 1982417
Bewertung des kantenlosen DAG’s e 2179348
Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG’s e~198:2417

Zwei Kanten werden aus dem Originalnetz entfernt. Dieselben Kanten fehlen im vollstindig gelernten Netz.
Die Netze stimmen also {iberein. Das Fehlen der Kanten beruht hier nicht auf einem Fehler in der Lern-
heuristik, sondern auf den zu schwachen Abhéngigkeiten und der ungenaueren Reprisentation der echten
Wahrscheinlichkeiten durch die Daten, je weniger Daten zur Verfiigung stehen.

10.2.7 Versuch 6: Mit Bayes’schem “Unwissen” (geringes Gewicht)

In einer weiteren Testreihe soll auch das zweite Verfahren zum Umgang mit fehlendem Vorwissen - der Um-
setzung in Bayes’sches “Unwissen” gezeigt werden:

> SIMULATE(dag=testDAG,mode=2,alpha=0.001,sampleSize=10000)
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Test original DAG: mode=2 rnd=1 alpha=0.001 size=10000

Test empty DAG: mode=2 rnd=1 alpha=0.001 size=10000

Abbildung 26: Grafische Ausgabe des Simulations-Tools

Bewertung des Ausgangs-DAG’s p(D|SE _.040): e~ 204843477

Bewertung des verbesserten Ausgangs-DAG’s: — — — —  (keine Verbesserung)
Bewertung des kantenlosen DAG’s e 28255.5547
Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG’s e~ 25487.7461

Das Gewicht des Vorwissens wurde klein gewéhlt. Das Ergebnis ist identisch dem des anderen Verfahrens.

10.2.8 Versuch 7: Mit Bayes’schem “Unwissen” (erhéhtes Gewicht)

Zum Vergleich wihlen wir einen grofien Wert fiir alpha(weight):

> SIMULATE(dag=testDAG,mode=2,alpha=0.1,sampleSize=10000)
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Test original DAG: mode=2 rnd=1 alpha=0.1 size=10000

Abbildung 27: Grafische Ausgabe des Simulations-Tools

Bewertung des Ausgangs-DAG’s p(D|S .oue): e~ 26561.5234
Bewertung des verbesserten Ausgangs-DAG’s: e 26466.6797
Bewertung des kantenlosen DAG’s e 289514453
Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG’s e~26478.3125

Wie schon in Abschnitt 8.2 gezeigt wurde, sehen wir auch hier, daf§ durch die Verwischung der im Daten-
satz reprédsentierten echten Wahrscheinlichkeiten, durch das willkiirlich gew#hlte Vorwissen und die unan-
gemessene Vergroflerung des Gesamtbeobachtungsumfangs von 10000 Daten um 1000 imaginire Vorwissen-
Beobachtungen nicht etwa weniger sondern mehr Kanten (Abhéngigkeiten) gefunden werden. Das dieses aber
auch hier, bei fast perfekt zu einem bestimmten Netz passenden Daten geschieht, zeigt wie ein zu hoher
UserSampleSize-Wert geeignet ist, selbst geringste numerisch bedingte Schein-Abhiingigkeiten in den Daten
in Kanten umzusetzen.
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10.3 Berechnungen mit dem Kredit-Datensatz

10.3.1 Der Kredit-Datensatz
Merkmal Aus- Beschreibung Merkmal Aus- Beschreibung
prag. prag.

Kredit 0 Riickzahlung nicht ok in jetziger 1 < 1 Jahr

1 Riickzahlung ok Wohnung!) 2 > 1 Jahr
laufendes 1 kein Kontostand Vermogen 1 Haus & Grund
Konto!) 2 > 0 DM oder 2 Bauspar / Lebensvers.

Gehaltskonto (min.1J.) 3 PKW, sonstiges

3 kein laufendes Konto 4 nicht ermittelbar / kein
Laufzeit?) 1 < 12 Monate Wohnung 1 Mietwohnung
(des Darlehens) 2 > 12, < 24 Monate 2 Eigentumswohnung

3 > 24 Monate 3 kostenlose Wohnung
Morall) 1 bish. keine Kredit / ok Hohel) 1 < 2000 DM
(bish. Riick- 2 bei der Bank bish. ok 2 > 2000, < 4000 DM
zahlungsmoral) 3 sonst 2 > 4000 DM
Nutzung') 1 PKW Alter? 1 < 25 Jahre
(Verwendung) 2 Einrichtung 2 > 25, < 35 Jahre

3 Ausbildung, Betrieb 3 > 35, < 60 Jahre

4 Urlaub, sonstiges 4 > 60 Jahre
weitere 1 ja bisherige 1 max. einen
Ratenkredite®) 2 nein Ratenkredite') 2 mehr als einen
Sparkonto®) 1 < 1000 DM Biirgen 1 keine

2 > 1000 DM 2 Mitantragsteller

3 nicht ermittelbar / 3 Biirge

kein Sparkonto

Beschifti- 1 nicht / < 1 Jahr Personen 1 0 bis 2
gungszeit!) 2 > 1, < 7 Jahre (unterhalts- 2 3 und mehr

3 > 7 Jahre berechtigt)
Ratenhéhe!) 1 >35% Telefon?) 1 nein
(in % des 2 >20,<35% 2 ja
Einkommens) 3 <20 %
Familienst./ 1 ménnl. geschieden Beruf 1 kein / nicht seffhaft
Geschlecht 2 weibl. verh./gesch. 2 ungelernt + seBhaft

3 mannl. ledig 3 Facharbeiter / Beamter

4 ménnl. verh./verw. 4 Fithrungskraft / selbstst. /

5 weibl. ledig gehobener Beamter
Gastarbeiter?) 1 ja

2 nein

) Die Merkmale wurden teilweise (anders) kategorisiert (als in der Originalquelle)
2) Der Datensatz stammt aus den 70’er Jahren und wurde nur gemaf U veréindert

und insbesondere nicht auf political correctness hin untersucht

Der Kredit-Datensatz enthélt 1000 Fille (Beobachtungen), in denen jeweils alle 21 Merkmale beobachtet

wurden, der Datensatz ist also vollstéindig und entspricht damit unseren Bedingungen an einen Datensatz>!.
Quellen:  [Fahrmeir / Tutz (1994)] und [Fahrmeir / Hamerle / Tutz (1996)], sowie unter
http://www.stat.uni-muenchen.de/data-sets/credit/credit.html

10.3.2 Versuch 1: “Vorwissen” aus Daten (geringer Anteil)

Wie bei den mittels Sampling erzeugten Daten hier zunéichst ein Versuch mit aus 20% der Daten gewonnenem
“Vorwissen” (alpha=0.2).

31Problematisch ist allerdings, daB die Fille des Kreditdatensatzes vorselektiert wurden, da nur vergebene Kredite
enthalten sind, aber nicht jeder Antragssteller einen Kredit erhalten haben diirfte.
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> learnDAG1 LEARN (dag=kreditDAG,dataset=kredit,alpha=0.2)

| FIND / IMPROVE NETSTRUCTUR OF A BAYESIAN (CAUSAL) NETWORK |
| BY GIVEN DATA (AND USER-KNOWLEDGE) |

oo +
START
dataset ........ i, : sorting (2 b faster)
cases in dataset ................ : 1000
different cases in dataset ...... : 993 (0.7 %)
number of edges in initial DAG .. : O
possible changes excluded by user : 0
testing DAG only with data ...... : splitting data
splitting data by ............... : 0.800:0.200 (data:pseudo-alpha)
search mode ..................... : retractions allowed
possible changes are ............ : add del reverse edges
max. count of changes ........... : 100
term for net-prior .............. : is not used
calculate for D(ata) & S(tructur) : p(DI|S)
max. shown improves ............. : show only changes
SEARCH
[ 0] INIT rate for initial DAG p(DIS) = exp(  -13604.7637)
B e e e T +
[ 11 | ADD wohnung ---> vermoegen p(DIS) = exp(  -13433.4043) |
[ 2] | ADD bish.raten ---> moral p(DIS) = exp( -13269.2197) |
[ 311 ADD laufzeit ---> hoehe p(DIS) = exp( -13112.0752) |
[ 4] | ADD telefon ---> beruf p(DIS) = exp(  -13037.4902) |
[ 51 | ADD ratenhoehe ---> hoehe p(DIS) = exp(  -12973.1250) |
[ 6] | ADD alter ---> beschzeit p(DIS) = exp( -12919.8643) |
[ 71 | ADD kredit ---> 1fd.konto p(DIS) = exp(  -12871.6152) |
[ 8] | ADD wohnung ---> alter p(DIS) = exp(  -12829.0840) |
[ 91 | ADD alter ---> fam.geschl p(DIS) = exp( -12792.1934) |
[ 101 | ADD fam.geschl ---> personen p(DIS) = exp(  -12757.9199) |
[ 11] | ADD vermoegen ---> laufzeit p(DIS) = exp( -12724.8701) |
[ 121 | ADD weit.raten ---> moral p(DIS) = exp( -12694.6758) |
[ 13] | ADD beschzeit ---> beruf p(DIS) = exp( -12667.8418) |
[ 14] | ADD beruf ---> vermoegen p(DIS) = exp(  -12637.3711) |
[ 15] | ADD hoehe ---> nutzung p(DIS) = exp( -12615.0186) |
[ 161 | ADD moral ---> kredit p(DIS) = exp(  -12595.9277) |
[ 171 | ADD beschzeit ---> jetzt.wohn p(DIS) = exp(  -12576.8047) |
[ 18] | ADD laufzeit ---> kredit p(DIS) = exp(  -12563.8984) |
[ 191 | ADD alter ---> telefon p(DIS) = exp( -12552.1162) |
[ 20] | ADD vermoegen ---> buergen p(DIS) = exp(  -12540.5420) |
[ 211 | ADD kredit ---> sparkonto p(DIS) = exp(  -12530.5039) |
[ 22] | ADD alter ---> personen p(DIS) = exp( -12518.4424) |
[ 23] | ADD wohnung ---> jetzt.wohn p(DIS) = exp( -12509.3770) |
[ 24] | ADD telefon ---> hoehe p(DIS) = exp(  -12497.2197) |
[ 25] | ADD laufzeit ---> gastarb p(DIS) = exp(  -12489.8877) |
[ 26] | ADD beschzeit ---> ratenhoehe p(DIS) = exp(  -12482.6611) |
[ 271 | ADD nutzung ---> lfd.konto p(DIS) = exp( -12474.6719) |
[ 28] | ADD alter ---> bish.raten p(DIS) = exp( -12469.1992) |
[ 29] | ADD nutzung ---> weit.raten p(DIS) = exp(  -12464.0967) |
[ 30] | ADD gastarb ---> nutzung p(DIS) = exp(  -12458.7119) |
[ 311 | ADD hoehe ---> sparkonto p(DIS) = exp(  -12453.4033) |
[ 32] | ADD wohnung ---> fam.geschl p(DIS) = exp(  -12444.6680) |
[ 331 | ADD personen ---> gastarb p(DIS) = exp(  -12440.8037) |
[ 34] | ADD gastarb ---> moral p(DIS) = exp(  -12435.5537) |
[ 35] | ADD vermoegen ---> gastarb p(DIS) = exp(  -12429.5898) |
[ 36] | ADD gastarb ---> kredit p(DIS) = exp(  -12424.3672) |
[ 371 | REV personen </-> fam.geschl p(DIS) = exp(  -12417.3750) |
[ 38] | ADD laufzeit ---> nutzung p(DIS) = exp(  -12408.5947) |
[ 391 | ADD hoehe ---> bish.raten p(DIS) = exp(  -12405.3105) |
[ 401 | ADD beschzeit ---> kredit p(DIS) = exp( -12396.1895) |
[ 41] | ADD telefon ---> laufzeit p(DIS) = exp( -12392.6973) |
[ 42] | ADD fam.geschl ---> beschzeit p(DIS) = exp(  -12384.1865) |
[ 43] | ADD personen ---> beruf p(DIS) = exp(  -12378.7705) |
[ 44] | ADD 1fd.konto ---> buergen p(DIS) = exp( -12373.9111) |
oo +
[ 45] STOP no improvement p(DIS) = exp( -12373.9111)

An der Ausgabe des Lernalgorithmus’ abzulesen ist u.a., dafl sich unter den 1000 Beobachtungen im Kredit-
Datensatz 993 unteschiedliche Félle befinden. Die vom Lernalgorithmus zunéichst vorgenommene Gruppierung
der Daten hat damit kaum eine Effizienzsteigerung zur Folge. Unter den rund 2,6 Mio theoretisch moglichen
unterschiedlichen Ausprigungskombinationen ist damit nur eine verschwindend geringe Anzahl tatséchlich ver-
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Abbildung 28: Grafische Ausgabe des Lernalgorithmus’

e—136047637
—-12373.9111

Bewertung des kantenlosen DAG’s
Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG’s e

treten (0,000038%). Rund 2,6 Mio betrégt auch die Anzahl der Zellen einer gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
oder auch Kontingenztafel aller 21 Merkmale. Aber eben nur zu 993 dieser Zellen liegen Daten vor und zu
den allermeisten dieser 993 Zellen liegt nur genau eine Beobachtung vor. Wir sehen also wie unmoéglich es
wire Abhingigkeiten unter allen Merkmalen aus diesen Daten abzuleiten. Zudem wére das Ergebnis einer
Rechnung mit Tafeln solcher Grofle erst nach geraumer Zeit zu erwarten.

10.3.3 Versuch 2: “Vorwissen” aus Daten (erhéhter Anteil)

Aquivalent dem zweiten Testlauf mit Daten-Sampling variieren wir nun den Anteil der fiir das “Vorwissen”
genutzten Daten auf 50% (alpha=0.5).

> learnDAG2 _ LEARN(dag=kreditDAG,dataset=kredit,alpha=0.5)
37 Kanten werden in das gelernte Netz 1learnDAG2 gegeniiber dem kantelosen Netz kreditDAG eingefiigt. Er-
wartungsgemf sinkt mit der Verschiebung des Teilungsverhéltnisses der Daten zugunsten des “Vorwissens”
die Anzahl der Kanten im erlernten DAG learnDAG2 gegeniiber learnDAG1. Zum einen stehen, um Abhéngig-
keiten zu verifizieren weniger Daten zur Verfiigung; zum anderen wird der Unabhéngigkeitsannahme (Kante
iiberfliissig) in Form des Vorwissens mehr Gewicht beigemessen.
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Abbildung 29: Grafische Ausgabe des Lernalgorithmus’

e—8496.6641
e—7722.7246

Bewertung des kantenlosen DAG’s
Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG’s

10.3.4 Vergleich von Versuch 1 und Versuch 2

Die gelernten Netze aus Versuch 1 und Versuch 2 unterscheiden sich auf den ersten Blick deutlich. Gegeniiber
dem ersten Versuch sind im zweiten DAG 18 Kanten vollkommen verdndert, 10 sind umgedreht worden. Das
zweite DAG hat insgesamt 6 Kanten weniger als das erste. Im Vergleich mit der Ausgabe des Lernalgorith-
mus’ zum ersten Versuch kann man erkennen, dafl von den dort zuletzt gefundenen 7 Kanten im zweiten
DAG 6 Kanten (ersatzlos) fehlen. Damit sind mit der Erhéhung des Vorwissen-Gewichts, von der Kante
telefon — laufzeit abgesehen, die schwichsten 6 Abhéngigkeiten fallen gelassen worden. Die restlichen 6
fehlenden Kanten werden wieder durch 6 neue Kanten ausgeglichen. Die Anderungen in diesem Bereich sind
weniger im Informationsgehalt des DAG’s als vielmehr nur in der Struktur des DAG’s begriindet. So finden
wir im ersten DAG z.B. die Struktur:

gastarbeiter — moral < weit.raten
Im zweiten DAG sieht die Struktur dieser drei Knoten so aus:

gastarbeiter — weit.raten < moral
Die zugehorigen Teilgraphen im moralischen Graphen (siehe Abschnitt 2.3.1) sind aber identisch, dementspre-
chend auch die Abhiingigkeiten unter diesen drei Knoten.
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Abbildung 30: Grafischer Vergleich von Versuch 1 mit Versuch 2

Kanten im DAG 43

Geloschte Kanten gegeniiber dem Vergleichs-DAG 6
Hinzugefiigte Kanten gegeniiber dem Vergleichs-DAG 12
Umgedrehte Kanten gegeniiber dem Vergleichs-DAG 10
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10.3.5 Versuch 3: Mit Bayes’schem “Unwissen” (geringes Gewicht)

In einem weiteren Testlauf erzeugen wir nun selbst Tafeln, die unser Unwissen iiber die wahren Verteilun-
gen wiederspiegeln. Damit benutzen wir die zweite Variante um mit fehlendem Vorwissen umzugehen (siehe

Abschnitt 8.2).

> learnDAG3 LEARN (dag=kreditDAG,dataset=kredit,tables=dagzerotabs,alpha=0.01)

| FIND / IMPROVE NETSTRUCTUR OF A BAYESIAN (CAUSAL) NETWORK I
I BY GIVEN DATA (AND USER-KNOWLEDGE)

e +
START
dataset ...........ciiiiiiiiiian : sorting (2 b faster)
cases in dataset ................ : 1000
different cases in dataset ...... : 993 (-0.7 %)
number of edges in initial DAG .. : O
possible changes excluded by user : 0
testing DAG with alpha and data . : weight alpha by sample-size
sample-size ..................... : 10
search mode ..................... : retractions allowed
possible changes are ............ : add del reverse edges
max. count of changes ........... : 100
term for net-prior .............. : is not used
calculate for D(ata) & S(tructur) : p(DI|S)
max. shown improves ............. : show only changes
SEARCH
[ 0] INIT rate for initial DAG p(DIS) = exp( -17113.7031)
e +
[ 11 | ADD vermoegen ---> wohnung p(DIS) = exp( -16908.6680) |
[ 2] | ADD moral ---> bish.raten p(DIS) = exp( -16707.0742) |
[ 311 ADD laufzeit ---> hoehe p(DIS) = exp( -16517.8750) |
[ 4] | ADD beruf ---> telefon p(DIS) = exp( -16428.7676) |
[ 51 | ADD ratenhoehe ---> hoehe p(DIS) = exp(  -16364.3477) |
[ 6] | ADD beschzeit ---> alter p(DIS) = exp( -16305.3672) |
[ 71 | ADD kredit ---> 1fd.konto p(DIS) = exp( -16248.1660) |
[ 81 | ADD fam.geschl ---> personen p(DIS) = exp( -16209.9141) |
[ 91 | ADD alter ---> fam.geschl p(DIS) = exp( -16172.8457) |
[ 101 | ADD vermoegen ---> beruf p(DIS) = exp( -16136.4297) |
[ 11] | ADD hoehe ---> vermoegen p(DIS) = exp( -16103.0947) |
[ 12] | ADD moral ---> weit.raten p(DIS) = exp( -16071.1895) |
[ 13] | ADD beruf ---> beschzeit p(DIS) = exp( -16042.5391) |
[ 14] | ADD kredit ---> moral p(DIS) = exp( -16021.0234) |
[ 15] | ADD beschzeit ---> jetzt.wohn p(DIS) = exp( -15999.7266) |
[ 16] | ADD hoehe ---> nutzung p(DIS) = exp(  -15979.4668) |
[ 171 | ADD wohnung ---> alter p(DIS) = exp( -15961.9316) |
[ 18] | ADD kredit ---> laufzeit p(DIS) = exp(  -15948.9707) |
[ 191 | ADD vermoegen ---> buergen p(DIS) = exp(  -15938.9258) |
[ 20] | ADD kredit ---> sparkonto p(DIS) = exp( -15929.1475) |
[ 211 | REV alter </-> beschzeit p(DIS) = exp(  -15920.6377) |
[ 22] | ADD buergen ---> gastarb p(DIS) = exp(  -15913.3145) |
[ 23] | ADD wohnung ---> jetzt.wohn p(DIS) = exp(  -15907.4355) |
[ 24] | ADD alter ---> personen p(DIS) = exp(  -15902.6934) |
[ 25] | ADD laufzeit ---> gastarb p(DIS) = exp( -15899.2129) |
[ 26] | ADD weit.raten ---> bish.raten p(DIS) = exp(  -15897.7822) |
[ 271 | ADD kredit ---> weit.raten p(DIS) = exp(  -15897.1797) |
[ 28] | ADD gastarb ---> nutzung p(DIS) = exp(  -15896.8252) |
[ 291 | REV moral </-> kredit p(DIS) = exp(  -15896.8242) |
e +
[ 30] STOP no improvement p(DIS) = exp(  -15896.8242)

Mit dem Wert alpha=0.01 geben wir dem “Vorwissen” ein Gewicht entsprechend 10 Beobachtungen (1000 -
0.01 = 10). Es entsteht damit ein Gesamtbeobachtungsumfang (Daten und Vorwissen) von 1010 Beobach-
tungen. Es werden mit einer Anzahl von 27 weniger Kanten gefunden als in den beiden Versuchen zuvor.
Ist die Gewichtung des Vor-(Un-)Wissesn zu hoch oder zu niedrig (oder genau richtig) ? Zum einen bedenke
man, wie klein die Werte in einer einzelnen «;-Tafel werden sobald der Knoten X; Eltern bekommt, wenn
die Gesamtsumme aller Zellen dieser Tafel nur 10 betrdgt. Schnell sinken die Werte einzelner Zellen unter
1 ab (siehe Abschnitt 8.2.1 - 8.2.3). Zum anderen ist die Erhohung des Gesamtbeobachtungsumfangs um 10
- eigentlich ungerechtfertigte - Beobachtungen bei (nur) 1000 echten Beobachtungen schon nicht mehr ganz
bedeutungslos.
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Abbildung 31: Grafische Ausgabe des Lernalgorithmus’

Bewertung des kantenlosen DAG’s e 17113.7031
Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG’s e~ 15896.8242

10.3.6 Versuch 4: Mit Bayes’schem “Unwissen” (minimales Gewicht)

Um den sich schon im letzten Versuch andeutenden Effekt zu verdeutlichen, nehmen wir hier zunéchst eine
Verringerung des Vorwissen-Gewichts auf alpha=0.001 = einer Beobachtung vor.

learnDAG4 _ LEARN(dag=kreditDAG,dataset=kredit,tables=dagzerotabs,alpha=0.001)
22 Kanten werden gelernt. Das aber scheint, auch ohne die beste Netzstruktur zu kennen, angesichts der
ersten beiden Versuche zu wenig zu sein. Das Gegengewicht gegen die Daten wird kleiner, dennoch sinkt die
Kantenanzahl. Die Werte der einzelnen a-Tafel-Zellen sind hier sicher zu klein (siehe Abschnitt 8.2.1 - 8.2.3)
Die Erhohung des Gesamtbeobachtungsumfangs um 1 zu den 1000 Beobachtungen im Kredit-Datensatz ist
hier dagegen als unproblematisch gering anzusehen.
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Abbildung 32: Grafische Ausgabe des Lernalgorithmus’

e—17112.2012

Bewertung des kantenlosen DAG’s
e—16052.5811

Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG’s

10.3.7 Vergleich von Versuch 3 und Versuch 4

Die hier verglichenen Netze unterscheiden sich weitaus deutlicher in ihrem Informationsgehalt, als die zuvor
verglichenen Netze aus Versuch 1 und Versuch 2. Insgesamt hat das Netz aus Versuch 4 fiinf Kanten weniger.
Es fehlen aber 9 Kanten des Netzes aus Versuch 3. Von den im Netz aus Versuch 4 hinzugekommenen vier
Kanten ersetzt jedoch keine eine der neun fehlenden Kanten, bezogen auf den moralischen Graphen. Die
Wabhl der UserSampleSize hat hier also nicht nur Auswirkungen auf die Kantenanzahl, sondern auch auf den
Informationsgehalt - die Abhiingigkeitsstrukturen im gelernten Netz.
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Abbildung 33: Grafischer Vergleich von Versuch 4 mit Versuch 3

Kanten im DAG 22
Geloschte Kanten gegeniiber dem Vergleichs-DAG 9
Hinzugefiigte Kanten gegeniiber dem Vergleichs-DAG 4
Umgedrehte Kanten gegeniiber dem Vergleichs-DAG 6
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10.3.8 Versuch 5: Mit Bayes’schem “Unwissen” (rel. hohes Gewicht)

Mit einer Erh6hung des Vorwissen-Gewichts auf alpha=0.1 = 100 Beobachtungen testen wir nun den entge-
gengesetzten Fall gegeniiber dem letzten Testlauf.

learnDAG4 LEARN (dag=kreditDAG,dataset=kredit,tables=dagzerotabs,alpha=0.1)

Diesmal werden 49 Kanten gelernt. Das aber scheint wiederum zu viel zu sein (over fitting). Indem wir unserem
“Unwissen” ein Gewicht von 10% der Daten verleihen, wird der Gesamtbeobachtungsumfang ungerechtfertigt
stark erh6ht und damit die aus den Daten ableitbaren Abhingigkeiten verzerrt und das nicht unbedingt in
Richtung Unabhéngigkeit, wie an der Kantenanzahl abzulesen ist.
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Abbildung 34: Grafische Ausgabe des Lernalgorithmus’

Bewertung des kantenlosen DAG’s e 17552.6523
Bewertung des aus dem kantenlosen gelernten DAG’s e~16164.5723

10.4 Daten-Sampling
10.4.1 Verfahren zum Daten-Sampling

Um von zufilligen Schwankungen nicht freie Daten zu erzeugen benutzen wir folgendes Verfahren:
Haben wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem Merkmal vorgegeben zB:

p(A)

ai a2 as
Wahrscheinlichkeitsverteilung: 0.2 0.5 0.3
Einteilung in Segmente: <0.2 > 0.2 und <0.7 > 0.7und <1

so erzeugen wir eine Zufallszahl im Intervall 0,1 ] und entscheiden uns fiir die Ausprigung des Merkmals, in
dessen Segment die Zufallszahl gehort. Lautet die Zufallszahl 0.4532, so entscheiden wir uns bei der konkret
zu erzeugenden Beobachtung fiir die Auspriigung as des Merkmals A, da 0.2 < 0.4532 < 0.7. Fiir jede zu
erzeugende Beobachtung beginnen wir mit diesem Verfahren bei den elternlosen Knoten und vergeben dann
schrittweise die Ausprigungen der Merkmale deren Elternausprigungen bereits erzeugt wurden, so daf} jeweils
die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung p(X;|Paj, S") fiir die zufillige Erzeugung der Auspriigungen in der
beschriebenen Art herangezogen werden kénnen. Dieses Verfahren wird fiir einen Datensatz entsprechend oft
des gewiinschten Beobachtungsumfangs wiederholt.

10.4.2 Versuch 1: B+ A — C

Das Vorgegebene Netz ist B — A — C. Zu diesem Netz gibt es aber zwei dquivalente Netze, die exakt die
gleichen Abhéingigkeiten abbilden. Diese Netze sind: B + A «+ C und B « A — C. Bei der Bestimmung
der Treffer miissen diese beiden Netze beriicksichtigt werden. Es werden jeweils 1000 verschiedene Datensétze
erzeugt und zu jedem eine Netzstruktur gelernt.

Vorwissen aus 20% der Daten
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‘I:'____§>
al a2

(BIS) 1. Zufalls-Wahl p(A | B=bl,S)
P \

on B
B ———= bl 2. Zufalls-Wahl von A gegeben B=b1
—1—= b2 2. Zufalls-Wahl von A gegeben B=b2
Sample-Tafel 7 p(A | B=b2.S)
al a2
Abbildung 35: Sampling
Netz: B A—-C B+ A+ C B+ A—C total
Beobachtungsumfang;:
10 16 3 314 333 ~ 33%
25 26 52 435 513 ~ 51%
50 43 111 591 745 ~ 75%
125 69 161 641 871 ~ 87%
250 80 142 669 891 ~ 89%
500 105 137 640 882 ~ 88%
1000 95 112 676 883 ~ 88%
10000 108 158 630 896 ~ 90%

Die drei Netze sind dquivalent. Trotzdem fillt auf, dafl das dritte Netz {iberdurchschnittlich oft préferiert
wird. Das liegt aber ausschliellich an der Suchheuristik, wie die Ausgabe eines einzelnen Suchlaufs fiir einen
Datensatz mit dem Beobachtungsumfang = 1000 zeigt:

SEARCH
[ 0] INIT rate for initial DAG p(DIS) = exp( -1218.9229)

[ 3] STOP no improvement p(DIS) = exp( -996.8511)

Hier sind neben den tatséchlichen Verdnderungen auch Testbewertungen der moglichen Verdnderungen dar-
gestellt, sofern sie eine Verbesserung der Netzstruktur bewirken. Obwohl gleich gut bewertet, wird die Kante
A — C vor der umgekehrten Kante C — A bewertet. Es wird aber bei gleichen Bewertungen die zuerstge-
fundene Losung beibehalten. Dasselbe gilt im zweiten Schritt fiir die Kante A — B, die wiederum vor der
gleichwertigen Kante B — A bewertet und somit als Losung beibehalten wird. Nur relativ selten ergeben sich
durch die konkreten Werte andere Losungswege, in deren Verlauf dann auch das erste bzw. das zweite Netz
gefunden werden.

UserSampleSize=0, “a + 1”’-Methode
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Netz: B—+A—-C B+ A+ C B+ A->C total
Beobachtungsumfang;:
10 207 4 75 286 ~ 29%
25 393 3 24 420 ~ 42%
50 523 2 9 534 ~ 53%
125 754 0 1 755 ~ 76%
250 890 0 0 890 ~ 89%
500 968 0 0 968 ~ 97%
1000 987 0 0 987 ~ 99%
10000 1000 0 0 1000 ~ 100%
10.4.3 Versuch 2: B — A C

Das Vorgegebene Netz ist B — A
Vorwissen aus 20% der Daten

C'. Zu diesem Netz gibt es ein dquivalentes Netz: B <+ A

Netz: B— A C B+ A C total
Beobachtungsumfang;:
10 11 500 511 =~ 51%
25 58 531 589 ~ 59%
50 46 413 459 ~ 46%
125 83 610 693 ~ 69%
250 131 623 754 = 75%
500 126 648 774 = TT%
1000 102 660 762 ~ 76%
10000 143 645 788 ~ T9%

Es gilt wieder, wie im Versuch 1, dafl die Kante A — B vor B — A bewertet wird und daher bei Gleichwertigkeit

préaferiert wird, so daf das Vorgegebene Netz seltener gefunden wird als das dquivalente zweite Netz.
UserSampleSize=0, “a + 1”-Methode

Netz: B—- A C B+ A C total
Beobachtungsumfang;:
10 256 66 322 ~ 32%
25 395 18 413 ~ 41%
50 488 5 493 ~ 49%
125 614 0 614 ~ 61%
250 779 0 779 ~ 8%
500 834 0 834 ~ 83%
1000 879 0 879 ~ 88%
10000 969 0 969 ~ 97%

10.4.4 Versuch 3: B - A+ C

Das Vorgegebene Netz ist B —+ A <« C. Zu diesem Netz gibt es aber mehrere Netze, die den gleichen
moralischen Graphen aufweisen. Obwohl sie nicht exakt den gleichen Informationsgehalt aufweisen, sind sie
doch recht dhnlich. Diese Netze sind: A — C + B und A — B « C, sowie alle vollstiindig verbundenen DAG’s
(3-Kanten-DAG’s). Bei der Bestimmung der Treffer miissen diese Netze also ebenfalls beriicksichtigt werden.
Es werden wieder jeweils 1000 verschiedene Datensétze erzeugt und zu jedem eine Netzstruktur gelernt. Da
die Gefahr, daf mit fiir das Endergebnis ungiinstigen Kanten begonnen wird relativ hoch ist, geben wir in
einer parallelen Testreihe eine Kante (B — A) vor und beginnen mit diesem DAG den Lernalgorithmus. Diese
Ergebnisse sind in Klammern angegeben.

Vorwissen aus 20% der Daten
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Netz: B— A+ C A—-C+ B A—- B+ C 3 Kanten total
Beob.umf.:
10 12 54 25 64 155 ~ 15%
(235) (12) (1) (89) (337 =~ 34%)
25 43 53 12 47 176 ~ 18%
(236) (16) (0) (43) (295 =~ 30%)
50 58 46 6 69 179 = 18%
(265) (14) (1) (38) (318 ~ 32%)
125 135 28 0 186 249 ~ 25%
(471) (2) (0) (45) (518 ~ 52%)
250 153 1 0 333 487 ~ 49%
(595) (0) (0) (59) (654 ~ 65%)
500 207 0 0 487 694 ~ 69%
(734) (0) (0) (74) (808 =~ 81%)
1000 187 0 0 709 896 ~ 90%
(854) (0) (0) (67) (921 ~ 92%)
10000 232 0 0 768 1000 ~ 100%
(891) (0) (0) (109) (1000 ~ 100%)

Nimmt man die drei #hnlichen Netze zusammen, so steigert sich die Trefferquote auf erstaunliche 100%. Den-
noch wird das vorgegebene Netz auch dann nur mit einem Anteil von 23% gefunden. Hier wurde mit Absicht
ein Netz gewihlt, dal der Suchheuristik Probleme bereitet. Zu oft werden die Kanten A — C bzw. A — B, den
eigentlich richtigen, umgekehrten Kanten C' — A bzw. B — A zunéchst fiir gleichwertig gehalten und da in der
Suchreihenfolge frither gefunden auch favorisiert. Spiter kann durch die begrenzte Blickweite des Suchalgo-
rithmus’ iiber eine Kantenénderung hinweg, dieser Fehler nur noch durch eine zusétzliche Kante ausgeglichen
werden, wodurch die Abhiingigkeiten abgebildet werden jedoch mit zu vielen Parametern (overfitting). Erst
indem der Suchalgorithmus mit der Vorgabe einer Kante auf die richtige Fahrte gesetzt wird, erreicht er zu
89% wirklich das richtige Ergebnis. In den restlichen 11% der erzeugen Daten ist dagegen der Einfluf} zufilli-
ger Schwankungen offenbar auch bei diesem relativ hohen Beobachtungsumfang von 10000 Fillen noch hoch
genug, um einen vollstindig verbundnen Graphen als richtiger erscheinen zu lassen.

UserSampleSize=0, “a + 1”-Methode

Netz: B—- A+ C A—-C+ B A— B+ C 3 Kanten total
Beob.umf.:

10 33 12 86 53 184 =~ 18%

25 35 2 89 7 204 ~ 20%

50 24 1 79 101 205 ~ 21%

125 63 0 35 130 228 ~ 23%

250 197 0 7 135 239 ~ 24%

500 408 0 0 138 546 ~ 55%

1000 658 0 0 124 682 ~ 68%
10000 978 0 0 22 1000 ~ 100%

Bei dieser Variante wird offenbar eine “Vorgabekante” weniger stark bendétigt, da bei 10000 Beobachtungen
fast ausschliellich das korrekte Netz gelernt wird.

SEARCH
[ 0] INIT rate for initial DAG p(DIS) = exp(  -18658.7266)
o e +
[ 11 | ADD A--->¢ p(DIS) = exp(  -17643.3438) |
[ 2] | ADD B ---> A p(DIS) = exp(  -17409.2188) |
[ 3] | REV C</-> A p(DIS) = exp( -17361.1094) |
o e +
[ 4] STOP no improvement p(DIS) = exp(  -17361.1094)

Wie an der Ausgabe zu erkennen ist, wird zwar in den allermeisten Fillen zunéchst die Kante zwischen A
und C' in der letztlich falschen Richtung eingefiigt, jedoch danach umgedreht, was hier problemlos ist, da dem
keine Hiirde entgegensteht, wie das bei der 20%igen Verwendung der Daten als Vorwissen der Fall gewesen ist.

10.4.5 Vergleich der beiden Testvarianten

Ein wenig iiberraschend ist, dafl die “a + 1”7-Methode offenbar sensitiver gegeniiber Kantenrichtungen ist,
auch bei im Informationsgehalt dquivalenten Netzen. Das hingt ausschlieflich mit der konkret vorgegebe-
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nen Wahrscheinlichkeitsverteilung zusammen. Es gilt hierbei, dafi die Schwankungen von p(X;|/Pa;, S*) ge-
geniiber % (r; = Anzahl der Ausprigungen von X;) jeweils grofler sind als die umgekehrten Schwankungen

der p(Pa|X;, S*') YPa € Pa; (S* = Netz mit Kante X; — Pa statt Pa — X;) (vgl. Abschnitt 6.7). Werden
andere Wahrscheinlichkeitsverteilungen gewihlt, so kann sich dieser Effekt in sein Gegenteil verkehren, d.h. es
wird dann jeweils die umgekehrte Kante der eigentlich vorgegebenen préferiert. So erhédlt man z.B. mit anderen
Wahrscheinlichkeitsvorgaben fiir das Netz aus Versuch 1 bei 1000 Testlaufen:

UserSampleSize=0, “a + 1”-Methode (Wahrscheinlichkeits-Zufalls-Generator-Init: rnd)

Netz: B—+A-C B+ A+ C B+ A-C total
Beobachtungsumfang:
(rnd = 11) 1000 143 766 0 809 ~ 81%
(rnd = 42) 1000 47 856 0 893 ~ 89%
(rnd = 88) 1000 0 861 123 984 ~ 98%

Dieses scheinbare “Indiz” fiir die Kantenrichtung wird aber abgeschwicht, wenn nur 80% der Daten ver-
wendet werden und demgegeniiber “Vorwissen” steht, dafl eine jeweils neue Kante als iiberfliissig annimmt,
also Unabhéngigkeit ausdriickt, ansonsten aber die vorgegebene, aus den Daten ableitbare Wahrscheinlich-
keitsverteilung durchaus korrekt abbildet. Dann werden oft verschiedene Kantenrichtungen als gleichwertig
betrachtet, da sich die Bewertungen im Rahmen der Darstellungsgenauigkeit nicht mehr unterscheiden (siehe
auch Abschnitt 6.7).

Zum Vergleich die Variante mit “Vorwissen-Gewinnung” aus den Daten:

Vorwissen aus 20% der Daten (Wahrscheinlichkeits-Zufalls-Generator-Init: rnd)
Netz: B—+A-=C B« A+C B+~A-=C total
Beobachtungsumfang;:
(rnd = 11) 1000 117 148 623 888 ~ 89%
(rnd = 42) 1000 109 141 626 876 ~ 88%
(rnd = 88) 1000 162 172 585 919 ~ 92%

Dieser Unterschied in den beiden Lernmethoden ist also Ergebnis der Wahl der Wahrscheinlichkeitsverteilung
und kann nicht als Qualitdtsmerkmal der “a + 1”-Methode, auch bezogen auf anderweitig erzeugte bzw. echte
Daten, gesehen werden.

Weniger iiberraschend ist dagegen, dafl die Variante, in der 20% der Daten als “Vorwissen” benutzt werden,
bei relativ geringen Beobachtungsumfingen, eine hohere Trefferquote erzielt, d.h. die zufélligen Schwankun-
gen besser auzugleichen in der Lage ist, wohingegen bei hohen Beobachtungsumfingen diese Schwankungen
keine so grofle Rolle mehr spielen (schwaches Gesetz der Groflen Zahlen) und sich die Ergebnisse beider Lern-
verfahren annihern und schliefllich die “a 4+ 1”-Methode u.U. sogar eine hohere Trefferquote erzielt, da wie
beschrieben, bei Verwendung von 20% der Daten als “Vorwissen” nach wie vor ofter mit falschen Kantenrich-
tungen begonnen wird, die spiter durch die verwendete Such-Heuristik (Greedy) nicht mehr zu berichtigen
sind. Dieses gilt aber je nach Wahrscheinlichkeitsverteilung nur in bestimmten Féllen. In den beiden oben
dargestellten Simulationsstudien erreicht in der ersten Testreihe die “Vorwissen-Aus-Daten-Methode” auch
bei dem relativ hohen Beobachtungsumfang die bessere Trefferquote.

Man bedenke dabei, dafl die Frage was ein “hoher” Beobachtungsumfang ist, von der Komplexitit der Netz-
struktur abhéngt - scheint in den drei Beispielen ein Umfang von 1000 oder sogar 10000 Beobachtungen schon
als fast iibertrieben hoch, so waren die 1000 Beobachtungen im Kredit-Datensatz zuvor eher knapp bemessen.

11 Implementierung und Technisches

11.1 Vorraussetzungen und Grundlagen
11.1.1 Implementierungssprache(n)

Die Implementierung des Netzstruktur-Lernalgorithmus’ war in der interaktiven vor allem im Bereich der
Statistik verbreiteten Programmiersprache S-Plus vorzunehmen bzw. fiir die Verwendung in S-Plus auszulegen,
wobei auch die in S-Plus zur Verfiigung stehende C-Schnittstelle genutzt werden durfte.
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Abbildung 36: Schematische Darstellung der verwendeten Struktur bei der Berechnung von
S-Plus-Objekten (meifit Matritzen und mehrdimensionale Tafeln) durch C/C++ Funktionen
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11.1.2 S-Plus

S-Plus besitzt neben der Moglichkeit interaktiv Funktionen aufzurufen, vor allem den Vorteil, dafy auch kom-
plexe Datentypen, wie Vektoren, Matritzen, mehrdimensionale Tafeln und (gemischte) Listen verschiedenster
Typen nebst grundlegenden Operationen auf entsprechenden Objekten®? implementiert sind. Ein weiterer
Vorteil von S-Plus ist, daf} eine Datenbank zur Speicherung solcher Objekte iiber die Linge einer Rechnersit-
zung hinaus zur Verfiigung steht. Von entscheidendem Nachteil ist aber, dal wenn nicht hauptséichlich auf die
erwihnten fest implementierten grundlegenden Rechenoperationen zuriickgegriffen werden kann, S-Plus selbst
fiir eine Interpretersprache®? nicht im eigentlichen Sinne schnell zu nennen ist. Daher die Moglichkeit auf in
C (oder auch Fortran) geschriebene Funktionen zuzugreifen und die bekanntermafien hohe Geschwindigkeit
dieser Compiler-Sprache®* zu nutzen. Da die verwendeten Objekte letztenendes in S-Plus zu benutzen und zu
“sehen” sind, bietet sich eine Nutzung der vorhandenen Datentypen (bzw. Klassen, im objektorientierten Sinn)
zur Darstellung der benotigten Objekte an. Wir gehen im folgenden Abschnitt darauf ein, wie die einzelnen
Objekte sinnvollerweise zu représentieren sind.

11.1.3 Festlegung der Speicherklassen in S-Plus

Bei der Ubergabe komplexer, wie auch einfacher Datentypen an eine C-Funktion ist darauf zu achten, daf der
Speichertyp der einzelnen Elemente in S-Plus zuvor festgelegt wird. Dabei entspricht:

S-Plus C in C++ auch
storage.mode (ObjectXYZ)<-"integer" long* long& (f. Einzelwerte)
storage.mode(ObjectXYZ)<-"single" float* float& (f. Einzelwerte)
storage.mode (ObjectXYZ)<-"character" charkx

oder
as.integer(ObjectXYZ) long* long& (f. Einzelwerte)
as.single(ObjectXYZ) float* float& (f. Einzelwerte)
as.character(ObjectXYZ) charkx

Der Unterschied zwischen den beiden Varianten mit
storage.mode()<- "<type>"
und

as.<type>()

besteht darin, daf} im ersteren Fall die Struktur des (komplexen) Datentyps in S-Plus erhalten bleibt, wihrend
die alternative Methode dazu fiihrt, daf3 die Struktur verloren geht und die Daten in die Form eines Vektor
(alle Elemente eindimensional aufgereiht) iiberfithrt werden. Diese Unterscheidung bezieht sich jedoch nur auf
S-Plus selbst.

11.1.4 Aufspaltung von (gemischten) Objekten

Bei der Ubergabe an C verliert ein Objekt in jedem Fall die Informationen iiber seine (komplexe) Struktur.
Entscheidend ist bei der Festlegung der Speicherklasse, daf ein Objekt eines komplexen Datentyps “sortenrein”
getrennt wird. So 1a8t sich z.B. eine Matrix mit Zeilen- und/oder Spaltennamen nicht in ein “integer”-Objekt
umwandeln. Fiir die Ubergabe an C-Funktionen miissen also komplexe Datentypen evtl. aufgespalten werden.
Beispiel: Aufspaltung und Typfestlegung einer Ganzahl-Matrix

a.matrix,

die Zeilen und Spaltennamen enthélt:

328 Plus ist im weiteren Sinne eine objektorientierte Sprache, so daff wir im Zusammenhang mit den erwihnten
Datentypen auch von Objekten sprechen. Allerdings unterscheidet sich der S-Plus-Ansatz beziiglich Objektorientiertheit
deutlich von anderen Sprachen und wird kaum (auch hier nicht) benutzt.

33der Programmcode wird erst wihrend der Ausfithrung stiickweise “interpretiert” (in Maschinencode umgesetzt)

34der gesamte Programmcode wird vorab in Maschinencode iibersetzt (compiliert)
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my .matrix as.integer(unlist(a.matrix,
recursive=TRUE,
use.names=FALSE) )

dim.of .my.matrix _ as.integer(dim(a.matrix))

names.of .my.matrix _ as.character(names(a.matrix))

row.names.my.matrix _ as.character(row.names(a.matrix))

Neben Namensbezeichnungen miissen insbesondere auch Dimensionsvektoren, wie sie in S-Plus durch

dim(ObjectXYZ)

zu einem Objekt erhalten werden kénnen, gesondert an C-Funktionen iibergeben werden, damit sie in diesen
bekannt sind, da mit der Aufspaltung und Ubergabe der S-Plus-Objekte an C-Funktionen in jedem Fall die
Strukturinformationen der Objekte verloren gehen.

11.1.5 Erstellung der Objekte in zwei Stufen

In jedem Falle ist es notig, die Objekte, in denen C-Funktionen ihre Ergebnisse zuriickgeben, zuvor in S-Plus
(z.B. mit “0” gefiillt) anzulegen, d.h. insbesondere sie in ihrer Gréfie (Anzahl Elemente) festzulegen. Da oft
selbst die Berechnung der Groéflen, also der Dimensionsvektoren, der verschiedenen bendtigten Objekte zu
(zeit-) aufwendig ist, um sie in S-Plus durchzufiihren, erfolgt die Berechnung, wie in Abbildung 36 dargestellt
evtl. in zwei Schritten:

1. Berechnung der Dimensionsvektoren der erforderlichen Objekte durch eine C-Funktion, wobei wir davon
ausgehen, dafy die Linge - d.h. die Anzahl der Dimensionen des bendigten Objekts - schon in S-Plus
bekannt (errechenbar) ist. Andernfalls wiirde noch ein weiterer, vorangestellter Schritt zur Berechnung
dieses Wertes notig werden.

2. Erstellung der Objekte, entsprechend der im ersten Schritt berechneten Gréfle und Aufruf einer zweiten
C-Funktion, um die Objekte entsprechend den durch die C-Funktion vorzunehmenden Berechnungen zu
fiillen.

11.1.6 Laden von C/C++4-Modulen

Bevor eine/mehrere C-Funktion(en) aus S-Plus heraus mit

.C("<funktionsname>",<parameterliste>)

aufrufbar ist, mufl das C-Modul, daf} die entpsrechende(n) (compilierten) Funktion(en), die iiblicherweise in
einem “.0”-File vorliegen, geladen werden. Das geschieht iiblicherweise mit:

dyn.load("<pfad>+<file.o>")

11.1.7 Nutzung der Vorteile von C++ gegeniiber C

AuBer in C kann auch in C++ programmiert werden. Lediglich die Schnittstellenfunktionen, im in Abbildung
36 dargestellten Beispiel wiren dies:

XYZ_dim() und XYZ_mk()

miissen nach auflen hin C-Format haben. Dieses kann einfach dadurch erreicht werden, dafy die Funktionen in
einen

extern "C" { }

Block eingeschlossen werden. Die Verwendung von C++ hat den Vorteil, daf3 der objektorientierte Ansatz in
S-Plus auch bei der Programmierung in C++ fortgefiihrt werden kann.

Beispiel einer C++-Klasse auch zur Ubernahme von aus S-Plus iibergebenen (eindimensionalen) Vektoren,
(zweidimensionalen) Matritzen und mehhrdimensionalen Tafeln (fiir Gleitkommazahlen), inclusive der Imple-
mentierung einer Elementfunktion fiir den Zugriff auf einzelne Zellen:

81



class complexObject
{
protected:

// Attribute //

float *field; // Zeiger auf Datenfeld

long n; // Anzahl der Dimensionen

long *dim; // Auspraegungen pro Dimension

char **stateLabels[MAXDIM]; // Array der Auspraegungslabels
public:

// Deklarationen: Konstruktoren
complexObject (float*, long*, long, // z.B. Konstruktor zur Ueber-

char**, char*x) // nahme von S-Plus-Objekten
/* ... %/
// Deklarationen: Elementfunktionen (Methoden)
float *elem (longx) // Zugriff auf einzelne Zellen
/% ... %/

};

float* complexObject::elem (long *Elem)
{
long N, ElemNr=0, dimProduct=1;
if (n>0) {
for(N=0; N<n ; N++) {
// Wenn Koordinaten ausserhalb der Objekt-Grenzen
// werden die Koordinaten entsprechend angepasst
if (Elem[N]<1) Elem[N]=r[N]-((0-Elem[N-11)%r[N1);
else if (Elem[NI>r[N]) Elem[N-1]=((Elem[N-1]-1)%r[NI)+1;
ElemNr += dimProduct * (Elem[N]-1);
dimProduct *= dim[N];
}
return (&field[ElemNr]); // Zeiger auf das gesuchte Element
} else return(NULL); // Objekt leer oder nicht in Ordnung
}

11.1.8 Objektiibergabe / Objekterzeugung (S-Plus/C++)

Durch geeignete Konstruktoren kéonnen entweder die Datenfelder fiir

*field, *dim und **stateLabels

aus C++ heraus mit der aus der Standard-Bibliothek

stdlib.h ( #include <stdlib.h> )

stammenden Funktion

calloc()

angelegt werden, um C++-interne Objekte zu erzeugen, oder die Zeiger konnen auf die Ubergabewerte aus
einem S-Plus-Aufruf referenziert werden, so dafi ohne Umkopieren direkt die S-Plus-Ubergabedaten iibernom-
men werden und somit auch bei der Riickgabe keine Umkopierarbeiten anfallen. Dies gilt in diesem Beispiel
jedoch nicht fiir das Attribut:

n’

da die Anzahl der Dimensionen ohnehin vorher in S-Plus zur Erzeugung des Dimensionsvektors bekannt sein
muf und daher nie (verdndert) zuriickgegeben werden kann.
Ein Ubernahme-Konstruktor fiir S-Plus-Objekte in C++-Objekte kann dann beispielsweise so aussehen:

complexObject: :complexObject (float *S_Object,
long *S_Dim,
long S_N,
char **S_ColNames,
char **S_RowNames)
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long i, j;

if (S_N>0) {
dim=S_Dim;
n=S_N;
field = S_0Object;

for(j=0;j<N;j++) {
stateLabels[j]=NULL; // init
if (j==0 && S_RowNames!=NULL) {
stateLabels[0]=S_RowNames;
} else if (j==1 && S_ColNames!=NULL) {
stateLabels[1]=S_ColNames;
}
}
} else n=0; // evtl. Fehler bei Uebergabe
}

Damit kann die komplette Ubernahme z.B. einer Matrix von S-Plus nach C/C++ wie folgt realisiert werden:
S-Plus

Uebergabe _ function(a.matrix)
{

dyn.load("Uebernahme.o")

my.matrix _ as.integer(unlist(a.matrix,
recursive=TRUE,
use.names=FALSE))

dim.of .my.matrix _ as.integer(dim(a.matrix))

names.of .my.matrix _ as.character(names(a.matrix))

row.names.my.matrix _ as.character(row.names(a.matrix))

.C("Matrix_Uebernahme",
my.matrix,
dim.of .my.matrix,
as.integer(2),
names.of.my.matrix,
row.names.my.matrix)

my.new.matrix.list

my.new.matrix _ my.new.matrix.list[[1]]
dim(my.new.matrix) <- my.new.matrix.list[[2]]
row.names (my.new.matrix) <- my.new.matrix.list[[4]]
names (my .new.matrix) <- my.new.matrix.list[[5]]

return(my.new.matrix)

}
C++

// File: Uebernahme.cc
extern "C"

{

void Matrix_Uebernahme(float #*S_Object,
long *S_Dim,
long &S_N,
char **S_ColNames,
char **S_RowNames)

// Uebernahme der Matrixteile und Zusammenbau zu
// dem C++-Objekt C_Matrix:
complexObject C_Matrix(S_Object,S_Dim,S_N,

S_ColNames,S_RowNames) ;

/* Veraenderung des Matrixinhalts mithilfe
weiterer (Element-) Funktionen */

11.1.9 Der “Zwei-Stufen-Fall”

Zuletzt haben wir konkret den einfacheren Fall betrachtet, in dem die Gréfle des zu iibergebenden Objekts,
der Matrix
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a.matrix

bereits bekannt ist. Dieser Fall ist fiir den Kern des Lernalgorithmus’ ausreichend, da die Gréfle des DAG-
Objekts schon vor dem Aufruf der Lern-Routine bekannt sein muf}, zumindest wenn wir den DAG so re-
prisentieren, wie dies im folgenden Abschnitt vorgestellt wird. Die schwierigere Variante findet aber u.U. bei
Randproblemen, wie der Erstellung mittels C-Funktionen der Vorwissen-Wahrscheinlichkeits-Tafeln oder auch
bei der Erstellung eines kompletten Bayes’schen-Netz-Objekts zur weiteren Verwendung (z.B. Inferenzberech-
nung) ihre Anwendung. Der Parameter

float *S_0Object

kann dann an eine erste C-Funktion nicht iibergeben werden. Der Dimensionsvektor

long *S_Dim

wird leer (mit “0” gefiillt) iibergeben und durch die erste C-Funktion mit den errechneten Werten fiir die
benstigte Objektgrofle belegt. Danach kann mit

ObjectXYZ _ c(1:prod(dim.of.my.object))
ObjectXYZ <- dim.of.my.object
storage.mode(ObjectXYZ) <- "single"

das Objekt selbst in S-Plus angelegt werden und zur Bestimmung der Werte - wie zuvor beschrieben - an eine
weitere C-Funktion {ibergeben werden. Dabei steht

dim.of.my.object

fiir den Riickgabewert, des in C berechneten Dimensionsvektors und

prod(dim.of.my.object)

fiir eine Funktion, die [] dim.of.my.object - also die Anzahl der Zellen des Objekts - ergibt.

11.1.10 Listen Komplexer Objekte

Fiir die Erstellung mehrerer, in ihrer Anzahl variabler mehrdimensionaler Objekte, z.B. im Falle der Wahr-
scheinlichkeitstafelerstellung, kénnen u.U. die Dimensionsvektoren selbst zu einem komplexeren Typ zusam-
mengefiigt werden, z.B. einer n x m-Matrix fiir n Tafeln mit je m Dimensionen:

dim.matrix matrix(data=0,ncol=n,nrow=m)

storage.mode(dim.matrix) <- "integer"

Auch die Tafeln selbst kénnen, um sie an C iibergeben zu kdnnen, als ein Objekt erzeugt werden, z.B. als ein
Mega-Vektor, der spéter in die einzelnen Tafeln aufzusplitten ist (sowohl in C/C++ zur Berechnung, als auch
nach der Riickgabe in S-Plus, um sie in anschaulicher(er) Art zu speichern):

all.objects _ c(elements.in.all.objects),
wobei

elements.in.all.objects

fir das Ergebnis einer Funktion steht, die ) T[], dimmatrix, also die Anzahl der Zellen in allen Tafeln
zusammen - ergibt.

Die Uberfithrung eines solchen Mega-Vektors in eine Liste mehrdimensionaler Tafeln kann in S-Plus folgen-
dermaflen geschehen:
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create.table.list function(all.objects,dim.matrix)

{
Table.List _ list(l:dim(dim.matrix)[1])
Pos _ 1
for (i in 1:dim(dim.matrix)[2]) {
Prod _ 1
for (j in 1:dim(dim.matrix)[1])
Prod _ Prod * dim.matrix[j,il]
Table _ all.objects[Pos:(Pos+Prod-1)]
dim(Table) <- dim.matrix[,i]
Table.List[[i]] _ Table
Pos _ Pos + Prod
}
return(Table.List)
}

in C++ wird zunéchst eine Klasse zur Reprisentation einer complex0Object-Liste benotigt:
class complexObjList
{
public:
// Attribute //
long nTables; // Anzahl Tables
class comlexObject *Tables; // Tafel-Liste

/* Konstruktoren, Element-Funktionen (Methoden) x*/

};
Durch die Bibliotheks-Funktion

calloc() (<stdlib.h>)

kann in einem Konstruktor zunéchst Speicher fiir n complexObjects reserviert werden. Die Zeiger-Attribute
der einzelnen Objekte

ListObjXYZ[i].dim; ListObjXYZ[i].field;

konnen dann auf die entsprechenden Segmente, der aus S-Plus iibergebenen Objekte

dim.matrix bzw. all.objects

referenziert werden.

11.2 Reprisentation der Objekte

Fiir das weitere Vorgehen bei der Umsetzung des Lern-Algorithmus’ ist es von Bedeutung, wie die bendtigten
Objekte reprasentiert werden.

11.2.1 Die Wahrscheinlichkeitstafeln

Im Fall etwa der Wahrscheinlichkeitstafeln (Vorwissen) ist die Frage der Umsetzung in S-Plus-Objekte in
natiirlicher Weise durch die zur Verfiigung stehenden Datentypen geregelt. Es bietet sich eine Liste mehrdi-
mensionaler Tafeln an. Da wir eine feste Zuordnung von Merkmalen (Knoten) zu Dimensionen vornehmen,
sind alle (zu n-Knoten gegebenen) Tafeln n-dimensional. Fiir den Dimensionsvektor einer Tafel 7 gilt daher

dim(table.list[[i]]) [k] ==

wenn Merkmal &k nicht in der Tafel enthalten ist. Wie mit solchen Listen mehrdimensionaler Tafeln zu verfahren
ist, hatten wir bereits im vorigen Abschnitt erliutert.

11.2.2 Der Datensatz

Auch die Reprisentation eines Datensatzes ist durch S-Plus schon weitgehend vorgegeben. Es handelt sich
schlicht um eine Matrix, deren Spalten den Merkmalen und deren Zeilen je einem beobachteten Fall entspre-
chen.
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Abbildung 37: Reprisentation eines DAG’s durch eine Matrix
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11.2.3 Der DAG

Fiir die Umsetzung des DAG’s in ein S-Plus-Objekt gébe es mehrere Moglichkeiten, unter denen gewéhlt
werden kénnte. Méglich wire etwa eine n-elementige Liste von (unterschiedlich langen) Vektoren, die jeweils
die Eltern (oder auch die Kinder) eines Knotens angeben. Diese Variante hat den Vorteil, dafl der DAG
mit einem Minimum an Speicher dargestellt wird. Dennoch favorisieren wir eine Alternative. Der DAG wird
durch eine n x n-Matrix wiedergegeben, wobei der Wert in der i-ten Zeile und der [-ten Spalte angibt, ob X;
Elternknoten von X; ist.

DAG[i,1]==TRUE : 1 ist Elternknoten von i
DAG[i,j]==FALSE: j ist nicht Elternknoten von i

Diese Variante enthélt Redundanz, indem sie sowohl gesetzte, als auch nicht gesetzte Kanten darstellt und zu
einer gesetzen Kante auch zusétzlich die Information darstellt, daf sie in der anderen Richtung nicht gesetzt
ist, was aber in einem DAG per Definition gegeben ist. Sie ist aber fiir eine gleichfé6rmige Berechnungsstruktur
und auch fiir die Nutzung der C-Schnittstelle leichter zu handhaben. Da DAG’s nur eine relativ begrenzte
Knotenanzahl beinhalten, kann das Problem der nicht optimalen Speichernutzung und das ebenfalls resul-
tierende Problem der nicht optimalen Berechnungsgeschwindigkeit, beim Durchsuchen der DAG-Matrix nach
Kanten, vernachléssigt werden.

11.3 (Daten-) Struktur des Lernalgorithmus’

Wir haben nun theoretisch die Gleichungen und Formeln aufgestellt, um eine Netzstruktur und von dieser
ausgehend weitere abgeleitete Strukturen zu bewerten und um daraus einen Lernalgorithmus zu entwickeln
(Greedy-Search). Aulerdem haben wir die grundlegenden Fragen nach der zu verwendenen Implementierungs-
methode geklirt und wollen nun beides zusammenfiihren.

Der Lernalgorithmus geht von folgenden Ausgangsgrofien aus:

1. Einem Datensatz D, der in der Form einer Matrix gegeben wird.

2. Einer initialen DAG-Matrix, welche das Vorwissen iiber die Netzstruktur reprisentiert, die aber auch
“leer” (kantenlos) sein darf.

3. Einer Matrix in derselben Grofie wie die DAG-Matrix, die verbotene, bzw. erlaubte Kantendnderungen
in der DAG-Matrix darstellt. Man beachte, daf} jede Zelle der DAG-Matrix einer Kante in einer bestimm-
ten Richtung entspricht (die Diagonale bleibt ausgenommen, da hier “TRUE’s” Kanten entspriichen, die
der Definition des DAG’s widerspriichen). Wir legen fest, dafl der Wert TRUE in dieser zweiten Matrix
das Verbot bedeutet, diese Zelle in der DAG-Matrix zu verdndern. Diese Verdnderungs-Verbots-Matrix
nennen wir kurz NOCHANGE-Matrix.

4. U.U. den bedingten Wahrscheinlichkeitstafeln, entsprechend der Struktur des initialen DAG’s, die das
Vorwissen beziiglich der Wahrscheinlichkeitsverteilungen darstellen. Dieses Vorwissen kann auch in der
Form von “Unwissen” im Bayesschen Sinne gegeben werden, also in der Form von mit Gleichverteilung
gefiillten Tafeln, wobei die Wahl der UserSampleSize (siche Abschnitt 8.2.1 - 8.2.3) problematisch ist.
Alternativ kann dieses Wissen auch ginzlich weggelassen werden, wobei dann das Vorwissen entspre-
chend Abschnitt 8.3 wie die normalen Kontingenztafeln ebenfalls aus den Daten gewonnen wird.

5. Einem Gewichtsverhéltnis des Datensatz’ D zum Vorwissen (ALPHAWEIGHT), aus dem bei gegebenem
Vorwissen die UserSampleSize errechnet wird und bei fehlendem Vorwissen der Anteil der Daten, der
fiir das Vorwissen (bzw. welcher weiterhin fiir die normalen Kontingenztafeln) Verwendung findet.

6. Einer Angabe, ob mit der “a + 1-Methode” gerechnet werden soll (ALPHAPLUS1)
7. Einer Begrenzung der Anzahl der maximal vorzunehmenden Verbesserungsschritte (MAXITER)

8. Einer Angabe ob zusitzlich eine Bestimmung der Netz-a-priori-Wahrscheinlichkeit p(S") gem#fi Glei-
chung (40) in die Gesamtbewertung einbezogen werden soll (USENETPRIOR)
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Abbildung 38: Schematische Darstellung der bei einer Netzberechnung verwendeten Objekte

1) vom Benutzer ausgeschlossen (NOCHANGE)

3) beste Anderung als Bsp.: Kante umdrehen
(beide Zeilen im néchsten Schritt neu berechnen)

5) Neuberechnung von zwei Wahrscheinlichkeits-
tafeln

8) Berechnung differiert ohne Vorw.-Angabe
(Berechnung dhnlich den Kontingenztafeln)
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11.3.1 Mit Vorwissen

Bei gegebenem Vorwissen konnen nun aus diesem, entsprechend den in Kapitel 7 vorgestellten Berechnungs-
schritten, die gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilungen jedes Knotens gemeinsam mit seinen Eltern er-
rechnet werden. Man beachte, dafl wir fiir weitere Berechnungen zu abgeleiteten Netzstrukturen diese gemein-
samen Wahrscheinlichkeitstafeln noch benodtigen, wihrend wir die a-“Vorwissen-Kontingenztafeln”, die durch
die Multiplikation mit der UserSampleSize entstehen, erst beim Einsetzen der Werte in die Berechnungs-
formel (Gleichung (26)) benutzen. Es ist daher sinnvoll, die gemeinsamen Wahrscheinlichkeitstafeln wihrend
eines Laufs des Lernagorithmus’ zu speichern und die a-Werte erst bei der Einsetzung in Gleichung (26) zu
erzeugen.

aijr = [14+]UserSampleSize - p(X; = k,Pa; = j|S") (41)
a;; = [ri+]UserSampleSize - Zp(XZ- = k,Pa; = j|S") (42)
k

| r; ist die Anzahl der Auspriigungen von X; |

(Die Terme in eckigen Klammern sind nur bei der “a + 1-Methode” zu verwenden.)

Wihrend diese Tafeln jeweils an die konkrete Netzstruktur S”,, angepafit werden, belassen wir die bedingten
Wahrscheinlichkeitstafeln unveréndert entsprechend ngg, um aus ihnen evtl. das Original-Vorwissen ableiten
zu koénnen (sieche Gleichung ?7?7). Daneben benstigen wir zum Vergleich, ob die Original-Tafeln zur Berech-
nung herangezogen werden miissen®®, die original DAG-Matrix zu Sf”g, miissen also zur Darstellung des
aktuellen Graphen kat, zu einem Zeitpunkt des Lernalgorithmus’s anfangs einmalig eine Kopie anlegen, die
dann fortlaufend verdndert wird. Zur Représentation des Test-DAG’s S, wird dagegen nicht unbedingt eine
weitere Kopie benétigt, da die Test-Anderungen in der Matrix zu Sh, . vorgenommen, bewertet und wieder
zuriickgenommen werden kénnen, bis sich eine Anderung als deutlichste Verbesserung herausstellt und in S(’;kt
{ibernommen wird. Im Gegensatz dazu sollten zur Darstellung der entsprechend S”,,, abgeleiteten a-Vorwissen-
Tafeln andere Objekte als die Wahrscheinlichkeitstafeln zu S" , verwendet werden, da eine Riicknahme der

Test-Anderungen hier sonst problematisch wiire.

11.3.2 Gruppierte Daten

Zu dem vorgegebenen Netz Sg”-g, wie auch zu jedem spéter zu testenden Netz S, werden die Kontingenzta-

feln (N;ji) aus der Datensatz-Matrix zu D abgeleitet. Da dieser Schritt evtl. sehr oft zu wiederholen ist, wird
i.d.R. durch die Gruppierung der Daten3® eine Geschwindigkeitssteigerung bei der Berechnung erzielt.

11.3.3 Ohne Vorwissen

Bei nicht gegebenem Vorwissen werden entsprechend Abschnitt 8.3 auch die a-Tafeln, wie die Kontingenztafeln
aus den Daten erzeugt, wobei im Falle der Bewertung eines Netzes mit einer hinzugekommenen Kante die a-
Tafeln zunéchst entsprechend Sgkt zu erzeugen sind und erst danach, wenn sich fiir diese Anderung entschieden
wurde die o’s fiir eine Grundbewertung nocheinmal entsprechend dem neuen S%, erzeugt werden. Wenn
ohne Vorwissen gearbeitet wird, werden die a- und Kontigenztafeln noch mit je einem Gewichtsparameter
multipliziert, um eine Verdoppelung des wahren Beobachtungsumfangs und damit eine Uberschiitzung der mit
D gegebenen Information zu vermeiden:

aij, = [1+]ALPHAWEIGHT o, (43)
aij = [r;+]ALPHAWEIGTH o (44)
Niyjr = (1 — ALPHAWEIGHT) N (45)
Ny = (1- ALPHAWEIGHT) Nj; (46)

3Das war der Fall, wenn eine Kante im Laufe mehrerer Verbesserungsschritte wiedereingefiigt wird, die im Original-
Ausgangs-Graph S(’}”-g enthalten war, aber in einem vorhergehenden Schritt geléscht worden war.
36Zusammenfassung der Fille mit fiir alle Merkmale identischen Ausprigungen
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1)

A B 2) A B COUNT
1| al bl 1| a1 bl | 1
2| al b2 / 2| al b2 3
3| al b2 / 3 a2 bl | 4
4 a1l w2 41 a2 B2 | 2
5| a2 bl
6| a2 bl
7| a2 bl
8| a2 bl
9| a2 b2
10| 22 B2

Abbildung 39:

1) ungruppierte Daten
2) gruppierte Daten

H H B * * *
hier seien mit Oy O Nijk,

N{;  die normal erzeugten Kontingenz-
tafeln aus D gemeint, in denen
der Wert jeder Zelle mit der
Anzahl der korespondierenden
Beobachtungen iibereinstimmt

T d. Anzahl d. Ausprig. v. X;

(Die Terme in eckigen Klammern sind nur bei der “a + 1-Methode” zu verwenden.)

11.3.4 Der Grundbewertungs-Vektor

Vor dem ersten Netzverbesserungslauf steht einmalig eine Grundbewertung aller Knoten (einzeln). Diese Be-
wertungen werden in einem Vektor abgelegt, das Produkt aller enthaltenen Werte ergibt die Gesamtbewertung
fiir p(D|S" ;) ( -p(S".;.) bei Einbeziehung der Netz-a-priori )

orig orig

11.3.5 Die Anderungsbewertungs-Matrix

Alle von einem aktuellen Netz S7,, (anfénglich S/, ) abgeleiteten Bewertungen aller Knoten (einzeln), bei

einzelnen Kanteniinderungen (d.h. mit Auswirkung nur auf die Elternmenge einzelner Knoten), kénnen in ei-
ner Matrix, in ihrer Grofle dquivalent zur DAG-Matrix abgelegt werden, indem die zur gefinderten DAG-Zelle
korrespondierende Anderungs-Matrix-Zelle mit der neuen Bewertung des Knotens (der entsprechenden Zeile)
belegt wird. In einem ersten initalen Suchlauf werden alle Zellen dieser Matrix berechnet, die nicht zu einer
Netzstruktur S", —gehoren, die Zirkel enthilt®”. Die Zelle (im Falle von Kantenumkehrungen zwei Zellen)
dieser Matrix, mit der die grofite Verbesserung beziiglich p(D|S") erziehlt wird, kann in den Grundbewer-
tungsvektor pro Knoten {ibernommen werden (Ohne Vorwissen muf} bei hinzugefiigten Kanten neu berechnet
werden). Die Zeilen der betroffenen Zelle(n) in der Anderungs-Bewertungs-Matrix miissen geloscht werden, so
daf} sie im n#chsten Lauf neu berechnet werden, alle anderen bereits errechneten Werte behalten ihre Giiltig-
keit. Die im letzten Verbesserungslauf iibernommenen Zellen der Anderungs-Bewertungs-Matrix miissen im
darauffolgenden Lauf nicht sofort neu berechnet werden, da dadurch das vorhergehende Netz bewertet wiirde,
das aber bereits als schlechter als das aktuelle erkannt wurde (Im Falle der Umkehrung einer Kante war auch
das Fehlen dieser Kante zuvor schon bewertet und zumindest als weniger gut als eben die Umkehrung der
betreffenden Kante befunden worden). Die Berechnung dieser Zellen kann also fiir einen Suchlauf ausgesetzt
werden.

37eine solche Zelle wird erst berechnet, wenn durch vorhergehende Kanteninderungen kein Zirkel mehr entsteht
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11.4 Struktur des Lernalgorithmus’ ( Uberblick )

11.5 Rechnen mit logarithmierten Werten

Unsere bisherige Berechnungsformel aus Gleichung (26) birgt, fiir nicht sehr kleine Werte sowohl aus den
Nij-, als auch aus den ayji-Tabellen, das Problem, dafl die Werte der I'-Funktion die Gréfie jedes iiblichen
Darstellungsbereichs in Computern sprengen und die Endergebnisse fiir p(D|S") wiederum zu klein sind um
bei einer rechnergestiitzten Umsetzung noch von “0” unterschieden zu werden. Ein u.a. auch in der Statistik
iiblicher Ausweg besteht darin, mit logarithmierten Werten zu rechnen. Wir verwenden daher stattdessen die
Formel:

st = T e, S T o™

az k+Nz k)
ZZlogF a”+N” +Zl Ja”k)]

= Z Zlog (ai;)) —log(I'(as; + Nij))
+ Z lOg Oéljk + Nijk)) — lOg(F(Oéijk)) (47)

Entsprechend berechnen wir bei Einbeziehung der Netz-a-priori statt Gleichung (40):
log(p(D|S") - p(S")) = log(p(D|S")) +log(p(S"))

= log(p(D|S")) +log(e™ 218 )

B
log(p(D|S")) — = log N (48)
Damit wiirde aber nicht der gewiinschte Erfolg zu erzielen sein, nie den Darstellungsbereich von Zahlen im

Rechner zu iiber- / unterschreiten, wenn nicht in den meisten Programmiersprachen statt, oder zusitzlich zur
I'- auch direkt die log I'-Funktion implementiert wére. So ist auch in der Standartbibliothek

math.h ( #include <math.h> )

in C die Funktion

(double) lgamma (double)

implementiert.

91



Learn (matrix: DAG, NOCHANGE;
bed.Wsk.-Tafeln: VORWISSEN;
int: MAXITER;
boolean: USENETPRIOR) 6)

Erzeugung der Vorwissen-Wsk-Tafeln p(x,pa(x)[S);
Grundbewertung pro Knoten des initialen Netzes;

Lauf: Von 1 bis max.zul.Iteration (MAXITER)
oder keine Verbesserung im letzten Lauf:

DAG:X-Koord. von 1 bis DAG.breite:
DAG:Y-Koord. von X-Koord+l bis DAG.hoehe:

Wenn DAG[X,Y]=TRUE dann
Bewertung mit DAG[X,Y]=FALSE; 1) 2)
Wenn kein Zirkel mit DAG[X,Y]=FALSE 1)
und DAG[Y, X]=TRUE:
Bewertung mit DAGI[X, Y]=FALSE 3)
und DAG[Y,X]=TRUE; 4)
Sonst (DAG[X, Y]=FALSE) :
Wenn kein Zirkel mit DAG[X, Y]=TRUE: 1)
[Bewertung mit DAG[X, Y]=TRUE; 4)
Wenn DAG[Y,X]=TRUE dann
Bewertung mit DAG[Y,X]=FALSE; 1) 2)
Wenn kein Zirkel mit DAG[Y, X]=FALSE 1)
und DAG[X, Y]=TRUE:
Bewertung mit DAG[Y, X]=FALSE 3)
und DAG[X,Y]=TRUE; 4)
Sonst (DAG[Y,X]=FALSE)
Wenn kein Zirkel mit DAG[Y,X]=TRUE: 1)
[Bewertung mit DAG[Y, X]=TRUE; 4)

Wenn beste Bewertung besser als Ausgangsbewert.:

Anpassung DAG entsprechend beste Aenderung;

Anpassung der Vorw.-Tafeln an neues DAG; 2)3)4)

Wenn ohne Vorwissen und Kante hinzugefuegt,
oder umgedreht:

Neue Grundbewertung fuer Knoten mit 5)
geaenderter Elternmenge;

Sonst:

Uebernahme der Aenderungsbewertung fuer
die Knoten mit geaenderter Elternmenge;

Loeschen der Zeilen in der Aenderungs-—:
Bewerungs—-Matrix, die zu Knoten mit
veraenderter Elternmenge gehoeren;

Abbildung 40: Struktur des Lernalgorithmus’

1) wenn NOCHANGE[X,Y]=FALSE bzw. NOCHANGE[Y,X]=FALSE
(d.h. Anderung erlaubt)

2)  testweise Anpassung der Vorwissen-Wsk.-Tafeln entspr.
Gleichung (35) testweise Neuerzeugung der Kontingenztafeln

3) testweise Anpassung der Vorwissen-Wsk.-Tafeln entspr.
Gleichung (36)/(37) testweise Neuerzeugung der Kontingenztafeln

4)  testweise Anpassung der Vorwissen-Wsk.-Tafeln entspr.
Gleichung (36)/(37) testweise Neuerzeugung der Kontingenztafeln

5) da das “Vorwissen” bei der Testbewertung zum Netz ohne die
neue Kante erzeugt wurde

6) Berechnung 2,3,4) entspr. Gleichung (40) um die Bestimmung der
Netz-a-priori p(S") erweitern, wenn USENETPRIOR=TRUE

2), 3) u. 4) Berechnung nur, wenn Wert noch nicht ermittelt oder wieder

geloscht wurde; sonst kann der Wert aus der Anderungs-
Bewertungs-Matrix direkt als Ergebnis eingesetzt werden, um
die Bewertung des betreffenden Knotens in Sh.., zu erhalten
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12 Anhang

12.1 Mehrdimensionale Tafeln ( formale Definitionen )
12.1.1 Grofle Mehrdimensionaler Tafeln

Die Grofie mehrdimensionaler Tafeln kann durch einen Dimensions-Ausprigungs-Vektor kurz dim-Vektor be-
schrieben werden:

Tafel dim-Vektor Anzahl Zellen
(eindimensionaler) Vektor mit 4 Zellen dim = (4) 4
(zweidimensionale) 3 x 8-Matrix dim = (3,8) 3-8=24
(dreidimensionale) 3 x 5 x 7-Tafel dim = (3,5,7) 3-5-7=105
4x9x2x14 x 1 x 6-Tafel dim = (4,9,2,14,1,6) 4-9.2-14... = 6048

allgemein gilt fiir eine n-dimensionale Tafel ~dim = (r1,72,73,....,7) [, cfin}Ti

Die Linge des Dimensions-Auspriagungs-Vektors entspricht der Anzahl der Dimensionen der Tafel. Der i-te
Wert des Vektors (r;) entspricht der Anzahl der Ausprigungen (Kategorien), in die die i-te Dimension eingeteilt
ist. Fiir jedes r; (i € {1...n}) gilt r; > 0, da wenn mind. ein r; = 0 auch [ dim = 0 wire. Fiir eine (eigentlich)
nicht in einer Tafel enthaltene Dimension i setzen wir r; = 1. Bei allen unseren Berechnungen gilt fiir die

dim-Vektoren dim*X und dim" zweier Tafeln X und Y mit gleicher Dimensionsanzahl n = n*X =nY:
X =Y
oder r¥ =1 (nicht dargestellte Dimension)
oder 1} =1 (nicht dargestellte Dimension)
fa. i €{l.n}

12.1.2 Vektoren “in den ( mehrdimensionalen ) Raum legen”

Alle verwendeten Tafeln werden bei uns die gleiche Dimensionsanzahl haben, bis auf eine Ausnahme, der
Multiplikation einer mehrdimensionalen Tafel T' mit einem “Informations”-Vektor I, der zu einem bestimmten
Merkmal in der Tafel T gegeben wird und entsprechend “in den Raum gelegt” werden muf. Das geschieht auf
folgende Weise:
Der dim-Vektor des “Informations”-Vektors I dim! = (r!) wird derart erweitert, dal der neue dim-Vektor
dim™ die gleiche Linge ( n” ) wie der dim-Vektor der Tafel dim™ hat.
Im Einzelnen werden die Werte des Vektors folgendermaflen gesetzt:

dim™ = (L,1,1,..,rf* =0l 11,1, 0000 = 1)

Y

wobei [ die Nummer der fraglichen Dimension
in T ist zu der I gehort

Auch hier gilt bei uns immer r! = r/". Damit wird der Vektor zu einer n”-dimensionalen Tafel “hochtransfor-

miert”, ohne daf} sich etwa die Anzahl der Zellen dndern wiirde.

12.1.3 Grofle resultierender Tafeln

Bei jeder Rechenoperation, die auf eine Tafelmenge T mit zwei oder mehr n-dimensionalen Tafeln angewendet
wird, entsteht eine neue Tafel mit ebenfalls n Dimensionen. Fiir den dim-Vektor der resultierenden Tafel R
gilt:
B = maxrT
T
Durch z.B. Multiplikation von einer 3 x 1 x 1-Tafel mit einer 3 x 4 x 1-Tafel und einer 1 x 4 x 9-Tafel entstiinde
also eine 3 x 4 x 9-Tafel.
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12.1.4 Zugriff auf einzelne Zellen in mehrdimensionalen Tafeln

Um auf einzelne Zellen einer mehrdimensionalen Tafel zugreifen zu konnen definieren wir einen Zugriffsoperator
elem(), der einen Koordinaten-Vektor der betreffenden Zelle als Parameter erhéhlt: (e, es, €3, ..., €,). Dabei
sind Koordinaten, die aufierhalb der Tafel liegen moglich (e; > 7 ) in einem solchen Fall gelte®®:

T.elem(e,es,....,en) = T.elem(e; mod r!, es modrl, ... e, modrl)

Vereinfacht ausgedriickt werden bei einem kontinuierlichen Durchlaufen der Tafel, die betreffenden Koordi-
naten, die zu einer Uberschreitung der Tafelgrenzen fiihren, wieder auf 1 zuriickgesetzt, um von vorne zu
beginnen.

12.1.5 Rechenoperationen auf mehrdimensionalen Tafeln
Jede Rechenoperation, wie Multiplikation, Division, Addition oder Subtraktion von mehrdimensionalen Tafeln

T, T?,... sei dann ( hier am Beispiel der Addition ) beschrieben durch:

R.elem(e1,es,e3,...,e,) = T .elem(ey,es,es,....e,)
+ TZ%elem(ey,es,es,...,en)
+ ..

fa.e; € {1.rF}undic {1..n}

12.1.6 Rechnen mit mehrdimensionalen Tafeln und Einzelwerten

Wird eine Rechenoperation wie Multiplikation, Division, Addition oder Subtraktion auf eine mehrdimensionale
Tafel T und einen einzelnen Wert z (z.B. z = 5) angewendet so entsteht eine Tafel R, fiir die gilt: dim® := dim”
und (am Beispiel der Addition):

R.elem(e1,es,e3,....e,) = T'.elem(ey, ez, es,....,en) + 2
Ve; € {1..rf} undi € {1..n}

Dieses Verfahren ist dquivalent zu einer Uberfithrung von z in eine einzellige n”-dimensionale Tafel Z, fiir
deren dim-Vektor gilt: rZ = 1Vi € {1..n?} (n? :=nT).

12.1.7 Marginale Tafeln / Marginalisierung

Sollen eine oder mehrere Dimensionen in einer Tafel nicht mehr auftauchen, weil die enthaltene Information
vernachléssigt werden soll, so kann iiber diese Dimensionen marginalisiert werden. In der resultierenden Tafel
M “fallen” solche Dimensionen “zusammen”, d.h. es gilt fiir den dim-Vektor dim™: rM = 1 fiir alle zu
marginalisierenden Dimensionen m.

Fiir die Werte der einzelnen Zellen der marginalen Tafel M gilt (mit m € {m, m2}):

E E T.elem(e1, ..., Emy s Emags s En)

emle{l...rTTnl} 37'126{1"'7"3;12}

or

mi,ma

M.elem(eq, ..., 1,..., 1, ...ep)

Il
=
I

12.1.8 Gewinnung einzelner Zellen einer Kontingenztafel

Eine Zelle einer Kontingenztafel K zu dem in Abschnitt 1.6 dargestellten Datensatz, kann wie folgt gewonnen
werden:

K.elem(21 — 30 J,181 — 190 em, In formatiker,0 — 10 Kamele, blond)
:=  Anzahl Falle in D mit :

Alter = 21 — 30 Jahre,

Grole = 181 — 190 cm,

38 T

x mod y : Rest der Ganzahldivision 5
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Beruf = Informatiker,
Vermogen = 0 — 10 Kamele,
Haar farbe = blond

Fiir alle weiteren Zellen in K ist entsprechend zu verfahren. Dabei werden die Ausprigungen jedes Merkmals
normalerweise kodiert, so daf die Zuordnung iiber Nummern von 1 bis r¥ fiir jedes Merkmal i € {1..n}
erfolgt. Auch hier gilt fiir den dim-Vektor nichtdargestellter Merkmale m einer Kontingenztafel K': r,{il =1.
Dabei wird eine entsprechende marginale Tafel K’ = )" K der Kontingenztafel aller Merkmale gebildet -
allerdings aus Effizienzgriinden i.d.R. direkt, ohne iiber die “Gesamttafel” K zu gehen.

12.1.9 Darstellungsformen verschiedener Verteilungen

12.2 Detaillierte Berechnung zur Wahl der UserSampleSize
Berechnung der Ergebnisse zur Abbildung 16:

p(D|SY) = r (“i=A,J‘=()) r (ai=A,j=(),k=a1 +N,-=A,J-=(),k=a1)
r (ai=A,j=() + Ni=A,j=()) r (ai=A,j=(),k=a1)
r (ai:A,j:(),k:az +Ni:A,j:(),k:a2) ) F(ai:B,j:())
r (ai=A,j=(),k=az) r (ai=B,]‘=() +Nz'=B,j=())
r (ai:B,j:(),k:bl +Ni:B,j:(),k:b1) r (ai:B,J‘:o,k:bg +Ni:B,j:(),k:b2)
r (ai:B,]‘:(),k:bl) F(ai:B,J‘:o,k:bg)
p(D|S%) = r (“i=A,J‘=()) r (ai=A,j=(),k=a1 +N,-=A,J-=(),k=a1)
r (ai:A,J‘:() +Ni:A,j:()) F(ai:A,J‘:o,k:al)
.F (aiA,jE],kczQ +NiA,j)(),ka2) _ ( r (O‘i:B,j:(al)) )
Flei=a,j=0,k=as I {ai=B,j=(ay) T Ni=B,j=(a1)
r (ai:B,J‘:(ag)) r (ai:B,J‘:(al),k:bl +Ni:B,j:(a1),k:b1)
r (ai:B,j:(az) + Ni:B,j:(ag)) r (ai:B,J‘:(al),k:bl)

r (O"'=ij=(a2),k=b1 +Ni=Baj=(02)ak=bl) r (“i=B,j=(a1),k=bz + N,-=B,J-=(a1),k=b2)

F(ai:B,j:(aQ),k:bl F(ai:ij:(al)vk:bQ)

r (O‘z’=B,j=(a2),k=b2 + Ni=B,j=(a2),k=b2)

r (O‘z’=B,j=(a2),k=b2)

UserSampleSize = 100

b(pjsly - L[000 DY D(E6) L@00) (55 I (55)
[ (110) T (50) L (50) T (110) T (50) I (50)
9.33262 - 10155 4.27488 - 10%9 1.26964 - 1073  9.33262 - 101°° 1.30844 - 107! 1.30844 - 107!
T 144386 - 10176  6.08282 - 1092  6.08282 - 1002 144386 - 10176  6.08282 - 1062  6.08282 - 1002
= 8.82631-10 "
b(pls?) — L[000 D(EH DE) T(E0) T(E0) T(6) T(29) T(8) TE7)

T(110) T (50) T (50) T (54) T (56) T (25) T (25) T (25) T (25)
0.33262 - 10155 4.27488 - 10%9 1.26964 - 1073  6.08282 - 1052  6.08282 - 1062
1.44386 - 10176 6.08282 - 1062  6.08282 - 1062  4.27488 - 1069  1.26964 - 1073
1.55112 - 10%°  3.04888 - 1029 1.08889 - 1028  4.03291 - 1026

'6.20448 - 1023 6.20448 - 1023 6.20448 - 1023  6.20448 - 1023

= 9.05825.10"7

UserSampleSize = 10

psly - L[00 T® Ty rao rao rao
T(20) T(5) TL(5) T(20) T(5 T(5)
632880 40320 6328800 632880 632880 632880
T 121645-1017 24 24 1.21645.1017 24 24
= 5.16775-1077
spis? - LO0 TO) Ty LG) LE) LES LE3) LGS LED)
C(20) T(5) L(5) T[(9 T(I1l) T(2.5) T[(2.5 T(25) T(2.5)
632880 40320 6328800 24 24 3.32335 287.885 52.3428 11.6317
T 1.21645-1017 24 24 40320 6328800 1.32034 1.32034 1.32034 1.32034
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p(B)

3)

X 025 | 054 | 021 | p®B)

al 0,19 0,06 | 0,08 0,05

A a2 | 057 0,14 0,31 0,12

a3 | 0,24 0,05 0,15 0,04
p(A) P(A,B)

4) B bl b2 b3

by 025 | 054 | 021 | p®B)

al 0,19 ,0475 | ,1026 | ,0399

A a2 | 057 ,1425 | ,3078 | ,1197

a3 | 024 || 006 | ,1296| 0504
p(A) p’(A.B)
5) B bl b2 b3

p(A)

al |,6262..)| 0,24 | ,1281..{ ,2380...

A a2 |1,705.)| 0,56 | ,5740..) ,5714..,

a3 |,6682... 02 | ,2777..) ,1904..,

N p b2 b3 SAB)
B
Abbildung 41: Verteilungen, mehrdimensionale Tafeln und Rechenbeispiele

gemeinsame Verteilung zweier stetiger Merkmale A u. B :  p(A, B)
fiir eine stetige Verteilung gilt : [p(A,B)dA, B =1
sowie die marginalen Verteilungen d. einzelnen Merkmale : p(A) = [p(A, B)dB

p(B) = [ p(A, B)dA
Verteilung zweier diskreter (diskretisierter) Merkmale
A und B mit je drei Auspriagungen : p(A, B), mit

A € {al,a2,a3} u. B € {b1,b2,b3}

fiir eine diskrete Verteilung gilt: >oapb(4,B)=1
sowie den marginalen Verteilungen: P(A) = X qp1,p2,03) P(A. B)

p(B) = Z{al,aZ,tﬁ} p(A7 B)
Darstellung von 2) in Tafel-Form
Beispiel fiir Matritzenmultiplikation p' (A, B) :=p(A)p(B)
Durch die Multiplikation einer 3 x 1- und einer
1 x 3-Tafel entsteht eine 3 x 3-Tafel

es gilt hier im allgemeinen : p(A, B) # p(A)p(B)
wenn p(A, B) = p(A)p(B) sind A und B unabhingig

Beispiel: bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir p(A|B) “A gegeben B”
diese Tafel kann aus p(A, B) gewonnen werden durch : p(A|B) = p(A, B)/p(B)
umgekehrt gilt, wenn p(A|B) u. p(B) gegeben : p(A, B) = p(A|B)p(B)

die marginalen Randwerte sind nicht informativ
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UserSampleSize = 1

p(D|sh)

p(D|S5?)

UserSampleSize = 0.1

p(D|S")

p(D|S?)

= 5.56443.10°7
_ r(1) r@45) (635 I(1) (55 (55
T T(11) T(05) T(0.5 T(11) T(0.5) T(0.5)
B 1 11.6317 187.885 1 52.3428  52.3428
T 3628800 1.77245 1.77245 3628800 1.77245 1.77245
= 7.05913.10" 8

r(1) T @45 T(65) T(0.5) T(0.5 T(1.25) T (4.25) T (3.25) T (2.25)
T T(1) T(5) T(©5) T(45 T(65) Tr(025) T(0.25 T(0.25) T (0.25)

1 11.6317 187.885 1.77245 1.77245 0.906402 8.28509 2.54926  1.133

T 3628800 1.77245 1.77245 11.6317 287.885 3.62561 3.62561 3.62561 3.62561
= 3.4592.10"%

r(.1) T(4.05) T(6.05) T(0.1) T(5.05) T (5.05)
T T(01) T(0.05) T(0.05) I(10.1) T(0.05) T (0.05)

0.51351 11.6317 287.885 0.51351 25.8843 25.8843
T 454761 10.4701 10.4701 454761 19.4701 19.4701
= 1.70461-10"°
_ r(0.1) (4.05) I(6.05) (0.05) [(0.05) I (1.025) I (4.025) I (3.025) I (2.025)
T T(10.1) T(0.05) T(0.05) T (4.05) I (6.05) I (0.025) T (0.025) T (0.025) T (0.025)
951351 11.6317 287.885 19.4701 10.4701 0.986174 6.19196 2.04693 1.01083
T 454761 10.4701 19.4701 6.39118 130.716  39.447  39.447  39.447  30.447
= 1.0916-10"1°

12.3 Detaillierte Berechnung zum Beispiel zur “a + 1-Methode”

Berechnung der Ergebnisse zur Abb 8.2.4:

UserSampleSize = 0
(Datensatzmit40
Beobachtungen)

p(DISY) =

p(D|S?) =

UserSampleSize = 20
(Halber Datensatz
andere Hilfte zuvor

als Vorwissen bekannt)

p(D|sh) =

p(D|S?) =

D(2) T(21) T(21) TI(2) T(21) T(21)
F(d2) T(l) T©(1) T@2 Tr@) T
1 2.43290 - 10'8  2.43290 - 10'8 1 2.43290 - 10'8  2.43290 - 10'8
3.34525 - 1049 1 ' 1 ' 3.34525 - 1049 1 ’ 1
3.1307-10 26
D(2) T(21) I(@1) (@) (@) T3 T© T 13)
r(2) T() T T(2 T@E2) T T©a) ©a ra
1 2.43290 - 10'8  2.43290 - 10'8 1 1 479001600 40320 40320 479001600
3.34525 - 1049 1 ' 1 " 5.10000 - 1019 5.10900 - 1019 1 T T 1
2.5284 - 10726
M(22) T(21) T(21) T(22) T (21) T (21)
C(42) T(11) T(l1) T(42) T(11) T (11)
5.10009 - 10'2  2.43290 - 10’8  2.43290 - 10'®  5.10909 - 10'9 2.43290 - 10'8 2.43290 - 10'8
3.34525 - 1049 3628800 3638800  3.34525-10%° 3628800 3628800
4.7128 - 10713
[(22) I(21) T(21) T(12) I[(12) [(13) ID(9) T[(9) T (13)
C(42) T(11) T(11) T(22) T(22) T(7) T() T() TL(5)
5.10909 - 101°  2.43290 - 10'®  2.43290 - 10'® 39916800 39916800 479001600 40320 40320 479001600
3.34525 - 1049 3628800 3638800 5.10009 - 101° 5.10000 - 101 720 24 720 24

5.2346 - 10713
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12.4 Ausgabe des Simulations-Tools in Kapitel 10

12.4.1 DAG in Matrix-Form
Zunichst wird das Original-DAG in der Matrix-Form angezeigt:

DAG

A B C D E
A TRUE TRUE
B
C TRUE
D TRUE TRUE
E

12.4.2 Die bedingten Wahrscheinlichkeiten zum DAG

Nach der DAG-Ausgabe werden die per Zufallsgenerator erzeugten bedingten Wahrscheinlichkeiten angezeigt
(diese werden immer identisch sein solange dag=testDAG und rnd=1 angegeben wird):

LENGTH-VECTOR (states per dimension): MIN-VECTOR (minimal state):
LengthVektor MinVektor
A B C D E A B C D E
112 2 2 2 2 111 1 1 1 1
TABLE 1 (NODE A): TABLE 2 (NODE B):
Covry vee 1,1, 1) Coer 'y vee 1,1, 1)
L 11L 2] L 1]
[1] 0.525063 0.474937 [1] 0.711409
[2] 0.179936 0.820064 [2] 0.288591
.oy oo, 1,2,1)
L 11[ 2]

[1] 0.0752212 0.924779
[2] 0.02331 0.97669

TABLE 4 (NODE D):

ey vee 1, 1,1)
[ 1]
[1] 0.716561
TABLE 3 (NODE C): [2] 0.747934
Cove 'y ooy 1,1, 1) Cove 'y vl 1,2, 1)
[ 1] [ 1]
[1] 0.89916 [1] 0.283439
[2] 0.927449 [2] 0.252066
Cove 'y v 2,1, 1) Cove 'y ven 1,1, 2)
[ 1] [ 1]
[1]  0.10084 [1] 0.124207
[2] 0.0725514 [2] 0.36658
Cove 'y ooy 1,2, 2)
[ 1]
[1] 0.875793
[2] 0.63342

TABLE 5 (NODE E):
Cooy oo,

L 1]
[1] 0.614144

1, 1, 1)

Covr s vy,
C 1]
[1] 0.385856

1, 1, 2)
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Das Tafel-Objekt enthiilt, neben den eigentlichen bedingten Wahrscheinlichkeitstafeln, noch einmal extra die
Anzahl der Ausprigungen jedes Knotens, bzw. jeder Dimension (lengthVector) sowie die Nummer der klein-
sten Ausprigung (minVector). Auf diese Weise mufl die Nummerierung nicht unbedingt mit 1 beginnen, da
die Zustdnde binomial verteilter Merkmale oft auch mit 0 und 1 statt 1 und 2 kodiert werden.

12.4.3 Die “Unwissen”-Tafeln

Die “Unwissen-Tafeln” zum kantenlosen DAG (Ausgangspunkt des Lern-Algorithmus’) haben folgendes Aus-
sehen:

> dagzerotabs

$MinVektor:
kredit 1fd.konto laufzeit moral nutzung hoehe sparkonto beschzeit
0 1 1 1 1 1 1 1
ratenhoehe fam.geschl buergen jetzt.wohn vermoegen alter weit.raten wohnung
1 1 1 1 1 1 1 1
bish.raten beruf personen telefon gastarb
1 1 1 1 1
$LengthVektor:
kredit 1fd.konto laufzeit moral nutzung hoehe sparkonto beschzeit
2 3 3 3 4 3 3 3
ratenhoehe fam.geschl buergen jetzt.wohn vermoegen alter weit.raten wohnung
3 4 3 2 4 4 2 3
bish.raten beruf personen telefon gastarb
2 4 2 2 2
$DagTables:
$DagTables[[1]]:
, o1, 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1, 1,1
[,1]
, 0.5
, 0.5
$DagTables[[2]]:

» »1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1, 1
[,1] [,2] [,3]

[1,] 0.3333333 0.3333333 0.3333333

$DagTables[[3]]:

[,1]
[1,] 0.3333333

[,1]
[1,] 0.3333333

[,1]
[1,] 0.3333333

. Tafeln 4 bis 21 folgen ...
Aus Platzgriinden sind nur die ersten zwei Tafeln abgedruckt. Da die Tafeln zu einem kantenlosen DAG

(kreditDAG) gehoren, sind sie jeweils faktisch nur eindimensional, liegen aber entsprechend der festen Zuord-
nung der Merkmale im 21-dimensionalen Raum (sieche Anhang 12.1.2).
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12.5 Konventionen

Beschreibung Bsp. Anmerkung
Merkmale beginnen mit einem
groflen Buchstaben Beruf konkretes Merkmal
A,B,C,D,E in Beispielen
X, X1,...,. X, allgemeine Bezeichnung
Ausprigungen konnen teilweise auch
mit einem Groflbuchstaben beginnen Kopf Ausprigung beim Miinzwurf
aber al,a2,..a,, Ausprigungen von A
und X; =k Nr. d. Ausprig. allg. Merkmale
Mengen von Merkmalen werden
grof} und fett gedruckt Pa;

Einzelne Werte (auch Indizes)
werden klein geschrieben
aufler die Groflschreibung bleibt

0,7, ki, ..., kopf

kopf Zéhler v. Wurf = Kopf

ohne Miflverstindnisse UserSampleSize
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen
(= mehrdim. Tafel) p(...)
Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung p(A4, B, C) v. A, Bund C
Bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung p(A, B|C, D) v. A, u. B gegeben C u. D
Sonstige Tafeln  N;, a; Niji = Zelle d. Tafel N;
Technische Werte wie Parameter von
Funktionen und Programmbeispiele
werden in Schreibmaschinenschrift
gedruckt a.matrix
“Fiir alle ...” V... mathem. Schreibweise
Mengen (mit konkreter Elementangabe) M = {...} M ist Mengenbezeichner
Leere Menge @
Element einer Menge z €M x ist aus M
Vereinigungsmenge aus {1,2,3} u. {4,5} {1,2,3}U{4,5} ={1,2,3,4,5}
Schnittmenge aus {1,2,3} u. {2,5} {1,2,3}n{2,5} ={2}
Vereinigungsmenge der Mengen My, ..., M, Ui, M;
Schnittmenge der Mengen My, ...,M,, i, M;

Mengensubtraktion: {1,2,3} ohne {2,5}

—
—_
N
w

—

_—

—
[\
[S28

—

= {17 3}

Absulutwert von z || 5/=5, |—=5]=5

dquivalent =

“Daraus folgt” =

x ist Element aus der Menge {1,2,3} =z € {1,2,3}
Fakultdt n! =1-2-..-n

Griechische Buchstaben « “alpha” (Vorwissen)
0 “theta” (Parameter)
I'() “Gamma”-Funktion
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